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Ce développement ce trouve dans [QZ13] dans le chapitre Théorémes limites en Probabilité. Applications
a [’Analyse, section Application des Probabilités a I’Analyse, sous section Séries entiéres avec coupure.
On appelle U(U) la loi uniforme sur U = {z € C | |z| = 1}, c’est par exemple la loi de e'® avec © ~
U([0, 27]). On ce propose de démontrer le théoréme

Théoréme (Séries entieres avec coupure p.s.). Soit Y -, an2™ une série de rayon de convergence 1.
Soient (Z,)n>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi U(U), définies sur un espace probabilisé
(Q,F,P). Alors
p.s., Ya € U, a est un point singulier de f(z) := Z Zpan 2",
n>0

Résultats requis

On va avoir besoin des résultats suivants

Théoréme 1 (Loi du 0-1 de Kolmogorov). Soit (Ay,), une suite de tribus mutuellement indépendante,
alors tout élément le la tribu asymptotique Ao := ﬂnZO \/an Ay, est de probabilité 0 ou 1.

Lemme 2 ([QZ13] chapitre III section IV). Toute série entiére de rayon de convergence fini admet un

point singulier.

Lemme 3 ([QZ13] chapitre III section IV). Soit f une série entiére en 0 de rayon de convergence 1
u

et soit u € U. Alors u est régulier si et seulement si la série entiere induit par f et de centre 5 a un

rayon de convergence strictement plus grand que %,

£ (3)
n!

i.e.

1
lim sup < 2.
n—oo

Etude de A, := {w € Q | u est un point régulier de f,} pour u € U

On va utiliser la caractérisation de la régularité de u donné par le Lemme 3. Soit F,, := o(Z,) et
Foo =0 Vizn Fk- On a que

1 (5) =S g (5)

i>k

() |*

()
k!

est \/;5, Fr-mesurable. Ainsi supy>n est \/;>,, Fr-mesurable et limsup,, . | = est

Foso-mesurable. Ainsi

Ay € Fo CF
et par la loi du 0-1 (Théoreme 1) P(A4,) € {0,1}. Enfin, u est un point régulier de ) ., Zna,2" si et
seulement si 1 est un point régulier de Y, < (u"Zy,)anz" or (Z,)n>0 €t (u"Zy,)n>0 on la méme loi, donc

P(A,) = P(A,).



Preuve du théoréme
Soit (up, )n=p une suite dense de U, alors comme 'ensemble des points régulier est un ouvert de U on a

{¥u € U, u est un point régulicr de f} = {¥n € N, u, est un point régulier de f} € F.,
{Fu € U, u est un point régulicr de f} = {In € N, u, est un point régulicr de f} € Fop.

Ainsi en utilisant que pour tout u € U, P(4,) =P(4,) € {0,1} on a

P(Vu € U, u est un point régulier de f) =P (¥n € N, u,, est un peint régulicr de f) = P(A;)
P(Ju € U, u est un point régulier de f) =P (In € N, u, est un point régulier de f) = P(A;)

Ainsi comme toute série entiére de rayon de convergence 1 posséde un point régulier (Lemme 2), on
conclu

P(Ju € U, u est un point régulier de f) =P (Vu € U, u est un point réeulier de f) =0
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