Sous-groupes compacts de GL,(R)
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Enoncés

Théoréme 1

Soit G un sous-groupe compact de GL,(R), alors il existe q forme quadratique sur R" telle
que G C O(q).

Théoréme 2 (Enoncé équivalent)

Les sous-groupes compacts de GL,(R) sont exactement les sous-groupes de O,, a conju-
gaison pres.

Preuve : On va montrer les résultats suivants :
Lemme 1

L’enveloppe convexe d’un compact en dimension finie est compacte.

Utilise le théoréme de Carathéodory qui borne le nombre de points & utiliser pour décrire
I’enveloppe convexe.

Si on note alors 3, = {x € E | z est combinaison convexe de n points de K}. Alors le
théoréme de Carathéodory nous donne 5,4, = Conv(K) en dimension n.

Ainsi en notant C,, = {(t1,-,t,) € [0,1]" | > ¢; = 1}, Papplication C,,; ; x K" — Conv(K)
définie par (¢, X) — > t; X, est surjective et continue. Elle envoie donc ce produit de compacts
qui est compact sur un compact.

Lemme 2

Soit K C E convexe compact non-vide en dimension finie. v € L(FE) (continue) telle que
v(K) C K, alors il existe x € K tel que v(z) =«

Soit dans x € K, posons (x,), la suite définie par zy = = et z,41 = v(z,). Soit alors
U, = (n+1)7'>" ;< x; suite dans Conv(K). D’aprés le lemme 1, par compacité, il existe
une extraction ¢ : N = N telle que (ugn))n converge vers u € Conv(K). Alors :
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Donc par continuité de v, v(u) = u.
Théoréme 3
Si G sous-groupe compact de GL(FE), et K compact convexe non vide de E, alors il existe
un élément de K fixé par tous les éléments de G.

Lemme 3

Il existe une norme sur E qui soit G-invariante : Vg € G,z € E, on a N(g-z) = N(z).




On pose N(x) = max,eq ||gz||. Cette application existe par compacité et il est évident
qu’elle est positive définie homogene et G-invariante. De plus N (z+y) < maxgeq ||gz||+] gy|| <
maxXyeq || gz|| + maxzeq |9yl < N(z) + N(y). C’est donc bien une norme.

On remarque également que le cas d’égalité : N(z+y) = N(z)+ N(y) nécessite ||z +y| =
lz|| + ||lyl|l. En particulier z et y doivent étre positivement liés (cas d’égalité dans I'inégalité
triangulaire = cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz = positivement liés).

On peut maintenant prouver le théoréme 3 : Posons pour g € G, Fy ={z € K |gz =z}
fermé de K. Alors par propriété de Borel-Lebesgue pour le compact K : N, F, = ssi Jp
tel que ﬂlSiSPng = @

Soit donc p > 0, {g1,", 9} C G. Posons g =p~' 37 . gi € L(E). Alors d’apres le lemme
2, il existe un x € K tel que gr = x. Ainsi N(gz) = N(z) et de plus comme N est G-invariante,
pour tout i, on a N(g;z) = N(z). D’ou :

N(z) = N(gr) = N (}9 Zgz-x) < %ZN(W) - }?Z N(z) = N(x)

D’apreés la remarque précédente, les g;x sont positivement liés, et comme ils sont de méme
norme, alors ils sont égaux et égaux a gr = x. D’out x € Ni<, Fy,.
On a donc bien montré I'existence d’un point fixe de K sous I'action de G.

A partir de ces résultats : Soit G sous-groupe compact de GL(E), (E,|| - ||) espace
euclidien.

On considére p : G — GL(S,), A — *A_A. C’est une co-action de groupe lin¢aire de G
sur S,,. p(G) est donc un sous-groupe compact de GL(S,) (p est continue car polynomiale en
les coefficients de A).

Considérons alors X = Conv({*MM | M € G}). Par hypothése + lemme 1, ¢’est un com-
pact convexe non vide de S,. Et donc d’aprés le résultat intermédiaire : 35 € X telle que
VM € G, p(M)S = S.

Soit donc (-, )5 : (z,y) — (x,Sy) c’est bien un produit scalaire sur £ car S € S et de
plus pour tout M € G, (Mz,SMx) = (z,*MSMz) = (x,Sz). Donc G C O((-,")s).

]



