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On définit, pour u € S(R),

a(y) = /}R u(z)e 2™V dy

la transformée de Fourier de u. Par densité de S(R) dans L?(R), on peut pro-
longer la transformée de Fourier & L?(R).
On définit :

11
BL?:={u€ L*(R) /supp & C I} oul:= {—272}

On définit aussi le sinus-cardinal sur R par :
sinmx o3
sincx::{ ™ ste 70
1 sinon
Théoréme.
BL? vérifie les propriétés suivantes :
(i) BL? est un espace de Hilbert.

(ii) Tout u € BL? posséde un représentant dans Co(R) (i.e. u est presque
partout égale & une fonction de Co(R)).

(iii) La suite (sinc(. — k))rez est une base hilbertienne de BL?.
(iv) Pour u € BL?,
u(z) = Z u(k)sinc(x — k),

keZ

la série convergeant uniformément et dans L?(R).

Lemme.
Siu € LY(R), alors 4 € Co(R) et :

oo < flully



Démonstration. Soit u € L'(R). Pour y € R, on a :

WMSAMMM:Mh

donc [|a]jec < lull1-
Par densité de D := {u € C*°(R) / supp u est compact} dans L!(R), il existe
une suite (u,) de D convergeant vers u dans L'(R). On a donc :

@ = Unlloo < flu—unlly — 0
n—oo

De plus, u,, € S(R) donc u, € S(R) C Cyo(R). Or Cy(R) est fermé dans Cy(R)
donc @ € Cy(R). O

Démonstration du théoréme.

(i) Pour montrer que BL? est complet, il suffit de prouver que c’est un sous-
espace fermé de L2(R).
Soit (), une suite de BL? convergeant vers u dans L%(R).
Par continuité de la transformée de Fourier dans L?(R), (u,), converge
vers 4 dans L?(R), donc en particulier dans L?(Q) ott 2 := R\ L.
Par définition de BL?, Up|q = 0, donc @ = 0 et u € BL?.

(ii) Soit u € BL?. Par définition, & € L?(I) donc @ € L*(T) (I de mesure finie).
@ = 0 en dehors de I donc 4 € L*(R).
Par inversion de Fourier, on a alors :

wmzfawém%y pp.
R

= / a(y)e*™¥dy  p.p.
I

Par le lemme, u a un représentant dans Co(R).
On déduit aussi de 'inégalité de Cauchy-Schwarz et de I’égalité de Plan-
cherel que, pour x € R,

lu(@)| < |laflL2@ = @]l Le@®) = lullL2 )

donc
[ulloo < [lull2

(iii) Posons
ek i x| < 1/2
ex(z) = { 0 sinon



On remarque que €x(y) = sinc(y — k).
D’ou, par conservation du produit scalaire,

/ sinc(x — j) sinc(z — k)dz = / ejer = /eja =0jx
R R i

La suite (sinc(. — k))gez est donc orthonormée.

Pour montrer que cette suite est une base hilbertienne de BL?, il suffit dé-
sormais de montrer qu’elle est totale, donc de montrer que son orthogonal
dans BL? est réduit a {0}.

Soit donc u € BL? tel que pour tout k € Z,

/ u(x) sinc(x — k)dz =0
R

0:/u€k:/ﬁek:/ﬁek Vk € Z
R R I

Donc 4i(y) = 0 presque partout sur I car (eg)rez est une base hilbertienne
de L?(R). Par conséquent, & = 0 donc u = 0 et (sinc(. — k))rez est totale.

On a alors :

Par (iii), on a, pour u € BL? et z € R,

u(z) = Z(u, sinc(. — k)) sinc(z — k)

keZ

la convergence étant uniforme par I'inégalité prouvée & la fin de (ii).
En particulier, pour x = j € Z, on a

u(j) = (u, sine(. - )

D’ou le résultat recherché.



