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Proposition 1 (Théorème des quatre sommets)
On considère un arc paramétré C3 τ–périodique, correspondant à un courbe fermée simple, défini

comme suit :

M : R → R
2

s 7→ (x(s), y(s))

On suppose que :

– le paramétrage M est normal ;

– la courbure γ de l’arc est positive.

Alors γ admet au moins 4 points critiques sur chaque période.

Démonstration : Comme M est C3, sa tangente unitaire T et sa normale unitaire N sont de
classe C2 et γ est de classe C1. Ces deux fonctions sont de plus τ–périodiques donc on a :

∫
τ

0

γ′(s)ds = γ(τ) − γ(0) = 0 (1)

Par intégration par parties on a de plus (toujours par périodicité) :

∫
τ

0

γ′(s)M(s)ds = [γ(s)M(s)]τ0
︸ ︷︷ ︸

=0

−

∫
τ

0

γ(s)T (s)ds

=

∫
τ

0

dN

ds
(s)ds

= 0

I.e : ∫
τ

0

x(s)γ′(s)ds =

∫
τ

0

y(s)γ′(s)ds = 0 (2)

Comme γ est continue τ–périodique, elle admet au moins un maximum et un minimum sur
chaque période en lesquels qui sont également des points critiques. On peut donc supposer que γ

admet deux points critiques s1, s2 tels que s1 < s2 < s1 + τ . De plus, si γ est constante le résultat
est trivial donc on peut supposer γ′ 6= 0.

Supposons qu’il s’agisse des seuls points critiques de γ sur [s1, s1 + τ). Alors par ( 1 ), γ′ ne
peut être de signe constant sur [s1, s1+ τ) (car elle serait dans ce cas nulle). De fait, γ′ a des signes
opposés sur (s1, s2) et (s2, s1+τ). De plus, comme la courbe définie par M délimite un convexe, les
ensembles M([s1, s2]) et M([s2, s1 + τ ]) sont situé de part et d’autre de la droite 1 (M(s1)M(s2))
( cf. figure 1 ). Si on suppose donnée une équation ax + by + c = 0 de cette dernière, la fonction
f : s 7→ (ax(s)+ by(s)+ c)γ′(s) doit donc être de signe constant sur [s1, s1+ τ). Or on sait par ( 1 )

et ( 2 ) que
∫
s1+τ

s1

f(s)ds = 0,d’où f = 0 ce qui est absurde car alors M((s1, s2)) et M((s2, s1+ τ))

seraient inclus dans la droite (M(s1)M(s2)) et donc l’arc tout entier le serait.

1. M(s1) 6= M(s2) car γ est non constante.
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Figure 1 – Droite (M(s1)M(s2))

γ′ admet donc un troisième point critique s3 dans [s1, s1 + τ) et on peut supposer, quitte à
remplacer (s1, s2) par (s2, s1 + τ) que l’on a s1 < s3 < s2 < s1 + τ . Enfin, par symétrie, on peut
supposer que s1 correspond au minimum de γ et s2 à son maximum. Si on suppose que ce sont
le seuls points critiques de γ′ sur [s1, s1 + τ) alors γ′ est de signe constant sur (s1, s3), (s3, s2)
et (s2, s1 + τ). De plus, par "extremalité" de s1 et s2 les variations de γ′ sont nécessairement les
suivantes :

s s1 s3 s2 s1 + τ

γ′(s) 0 > 0 0 > 0 0 < 0

De fait γ′ est positive sur (s1, s2) et négative sur (s2, s1 + τ), chose impossible comme on l’a
démontré précédemment. D’où le résultat.
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