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1 Introduction

Le cube discret est ’ensemble des n-uplets formés de 0 et de 1, ou de —1 et de 1. Ici le cube discret
sera ’ensemble {—1, 1}" bien que tous la plupart des résultats ont leur analogue sur {0, 1}". Les fonc-
tions booléennes sur le cube discret sont les fonctions de qui prennent leurs arguments dans {—1,1}"
et qui sont & valeurs dans {—1,1}, mais on étendra directement cette définition aux fonctions qui
sont & valeurs réelles quelconques. L’outil indispensable pour les étudier étant leur transformée de
FOURIER. L’étude de ces fonctions présente de nombreuses applications dans différents domaines : a
la fois en combinatoire, en informatique théorique, en physique statistique et dans d’autres domaines.

Il est également possible de décrire & travers ces fonctions des phénoménes de théorie du choix
social, qui étudie les maniéres de prendre des décisions collectives. Concrétement, si une fonction
booléenne prend comme valeur —1 ou 1, on pourra attribuer & cette fonction booléenne une valeur
de "régle de vote". Nicolas de CONDORCET a présenté en 1784 [2| un paradoxe sur un certain systéme
de vote : si on demande & une population de classer trois candidats, il se peut que chaque candidat
soit préféré aux autres et ainsi que personne ne puisse étre élu. Via 'outil des fonctions booléennes
et de leur transformée de FOURIER, on peut expliquer et approfondir ce phénoméne. En particu-
lier, ’économiste Kenneth ARROW énonga en 1951 le théoréme de ARROW : éviter toute situation
contradictoire sur un systéme de vote de CONDORCET revient & ne considérer ’avis que d’une seule
personne, qu’on appelle alors dictateur.

L’opérateur de bruit permet d’associer & une fonction booléenne les valeurs qu’elle prendra en
moyenne quand un bruit est ajouté. Concrétement, ce bruit change les vecteurs de {—1,1}" pris en
argument par f, en prenant pour chaque coordonnée une valeur opposée avec une certaine probabilité.
En terme de systéme de vote, cette situation correspond a une mauvaise réception des votes avec une
certaine probabilité. Il est alors possible de décrire cet opérateur de bruit, qui vérifie une propriété de
semi-groupe et d’hypercontractivité et on obtient ensuite 'inégalité de BONAMI-BECKNER, qui est un
résultat fondamental d’hypercontractivité. De cette inégalité, on pourra démontrer le théoréeme FKN
de Ehud FrRIEDGUT, Gil KALAI et Assaf NAOR (2002, [3]), qui explique qu’'une fonction booléennes
a valeurs dans {—1, 1} dont les coefficients de FOURIER se concentrent sur les deux premiers niveaux
est soit proche d’un dictateur, i.e une fonction qui ne prend en compte qu’une seule coordonnée, soit
proche d’une fonction constante. Ce théoréme permet en particulier de donner une version stabilisée
du théoréme de ARROW, dans le sens ou s’il est presque sir de ne pas faire face au paradoxe
de CONDORCET, alors il y a un votant pour lequel il est trés probable que sont avis soit le seul
considéré.

2 Fonctions booléennes et transformées de FOURIER

Remarque 1. n désignera un entier naturel et [n] est I'ensemble {1,...,n}.
Soit f:{—1,1}" — R. Alors
f= Y f)ig. (1)

ve{-1,1}n

Si on note v = (vy1,...,v,) € {—1,1}", alors pour tout = (z1,...,z,) € {—1,1}", on vérifie que

10(z) = <1+;’1””1> <1+2”25”2) <1+;}"”3"> 2)




Et donc en combinant (1) et (2) on comprend que f s’exprime en combinaison linéaire de produits

H x; pour S C [n]. C’est cette décomposition qu’on appellera la décomposition de FOURIER de cette

€S

fonction. On veut alors définir la transformée de FOURIER de f par la fonction qui associe & chaque

partie S C [n] le coefficient devant H xi, mais il faut d’abord prouver que cette décomposition est
€S

unique.

Définition 1 (Fonctions de WALSH-FOURIER). Pour S C [n], on notera
wg:x = (T1,...,2,) € {-1,1}" — l_I:UZ e {-1,1}.
€S
Pour S = (), on pose wy = 1.

Pour mieux décrire I'espace R{=11" | on va montrer que la famille (ws; S C [n]) est une fa-
mille orthonormée pour le produit scalaire naturel et notre transformée de FOURIER sera construite.
Introduisons d’abord une mesure sur le cube discret.

Définition 2. Pour n € N, on notera o, la mesure de probabilité uniforme :

_ Al

VAC{-L1}", ou(4) = o

Remarque 2. Dans ce cas, pour toute f: {—1,1}" — R,
1
fdop, = on Z f(l')
{_1’1}71 1’6{—171}”
La propriété essentielle & propos de cette mesure est la suivante :

Proposition 1. o,, est une mesure produit : o, = a?” ot o1 est une mesure de RADEMACHER. En
particulier, pour tout vecteur aléatoire x ~ oy, ses coordonnées sont indépendants entre elles.

Preuve. Soit x = (x1,...,2n) ~ op. On veut montrer que pour tout ¢ € [n], x; est de loi de
RADEMACHER. En effet, si i € [n],

— N _ _ 1 1
P[xzzl]: N - NZN ]P)[;U:(.%'1,...,$i,1,xi,xi+1,...,fb‘n)]:~ Z 2725
(@1, s Ti—1,Tig 150, Tn ) E{—1,1} 1 ze{-1,1}n-1
De méme, Plz; = —1] = 1. O

Définition 3. On notera (-, -) le produit scalaire définit ainsi :
n 1
Vg {-L1}" R, (f,g) = /{ st =g Y J@e) = B, (@)
-1 ze{-1,1}n

Remarque 3 (Notations). Pour f: {—1,1}" — {—1,1}, on notera E[f] = Ey0, [f(x)] et Var[f] =
Vargo, [f(z)].

Proposition 2.



1. Pour S,T C [n], wswr = w(sury\(SnT) = WSAT
2. Pour S C [n], Elwg] = dgg.

Preuve.
1) Soient S,T C [n]. Alors, pour = (z1,...,2,) € {—1,1}",

wg(z)wr(z) = Hmz H xj = H T; H m? = H ;i H 1 = wgar(x).

ieS  jes i€(SUT)\(SNT)  jESNT i€SAT  jeSNT

2) Soit S C [n]. Alors, on a vu dans la proposition 1 que les composantes d’un vecteur aléatoire de
loi 0, sont de loi de RADEMACHER et sont indépendantes entre elles. De fait, si S # (),

E[ws] = Egno, [H x] =[] Bano, [z:]) = [JO=0.

€S €S i€S

On peut donc énoncer le théoréme suivant qui se déduit directement de la proposition 2.
Théoréme 1. La famille (wg; S C [n]) est une base orthormée de (RIZLU" (- .)).
On a maintenant tous les outils pour définir notre transformée de FOURIER.

Définition 4. On appelle transformée de FOURIER de f et on note f I’application qui & chaque
S C [n] associe le coefficient devant wg dans la décomposition unique de f dans la base de WALSH-
FouRIER. Concrétement, pour toute f: {—1,1}" — R, f s’exprime de maniére unique comme :

= F(S)ws.

SC[n]

~ o~

Remarque 4. Dans la suite, pour les singletons, on notera toujours f(i) (resp. w;) au lieu de f({i})
(resp. w{i})
Définissons un dernier outil.

Définition 5. Soient f: {—1,1}" — R et 0 <k <mn.
— La partie de f de degré k est la fonction

== > F(S)ws.
SCn],|S|=k
— Le poids de FOURIER de f de degré k est la quantité

W= Y F9)* (3)

SCln],|S|=k
Remarque 5. On définit de la méme maniére les fonctions f<F, f<F 2k >k et les poids W<*,
W<k WZk, Ww>k
, .

Enoncons les propriétés de base :

Proposition 3. Soit f: {—1,1}" — R.

1. Pour S C [n], f(S) = (f,ws).



2. (f. )= F(8)*=>_W*yl.
SC[n]

3. Si f est a valeurs dans {—1,1}, f> =1 donc Z ]?(S)2 =E[f?] =1.

5C[n]
4. Pour toute g : {—1,1}" — R, (f,g) = Z ]?(S)/g\(S)
SCln]
5. E[f] = f(0).
6. Varlf] = E[f*] —E[f]* = > J(8) = F(0)* = Y_W*[f] - J(0)*
SCln] k=0

3 Application a la théorie du choix social

3.1 Reégles de vote ou fonctions de choix social

Une fonction f : {—1,1}" — {—1,1} peut étre pergue comme un outil de décision collective :
chacun des n votants choisi +1, et pour chaque possibilité de résultat, on associe une décision +1.
C’est pourquoi on pourra appeler par la suite une telle fonction f: {—1,1}" — {—1,1} une régle de
vote ou encore une fonction de choix social. Prenons un exemple important pour la suite qui donne
une perspective du procédé utilisé : la fonction majorité.

Définition 6. Une fonction majorité est une fonction qui pour tout z = (z1,...,x,) € {—1,1}"
renvoie la quantité signe(x; + -+ + xy,), dés lors que 1 + - -+ + ,, # 0. Pour n impair il n’existe
qu’une seule fonction majorité notée Maj,,.

On comprend bien qu’une fonction majorité renvoie celui de —1 ou de 1 qui est le plus présent
dans z. Elle correspond & la maniére la plus répandue d’opérer un vote entre deux personnes : celui
qui a le plus de votes en sa faveur gagne. On pourrait également considérer les avis des votants en les
pondérant différemment. C’est par exemple le principe de la majorité qualifiée au conseil européen :
chaque Etat dispose d’'un nombre de voix selon la taille de sa population et une pondération permet
de palier aux disparités de populations entre pays afin qu’ils aient tous le méme impact.

On peut également définir d’autres régles de vote. Il y a le dictateur, important pour la suite :

Définition 7. Pour ¢ € [n], le i-éme dictateur est w; : {—1,1}" — {—1,1}, qui on le rappelle est
défini pour tout = = (x1,...,2,) € {—1,1}" par w;(x) = z;. Le i-éme contre-dictateur est —w;.

Cette régle de vote correspond & un systéme ot ’on ne prend l’avis que d’une seule personne
dans toute la population, & savoir un certain "dictateur", d’ott son nom. Le contre-dictateur serait un
dictateur malchanceux car on prendra toujours I'exact opposé de son avis. On peut les caractériser :

Proposition 4 (Caractérisation des fonctions booléennes d’une variable au plus). Les seules fonc-
tions de {—1,1}" a valeurs dans {—1,1} qui dépendent d’aucune variable sont les fonctions constantes
égales a 1 et —1 et celles qui en dépendent exactement d’une sont les dictateurs et contre-dictateurs.

Preuve. En effet, une telle fonction s’écrit pour un certain i € [n], a+bw; ott a,b € R. Immédiatement,
1 =||la+ bw||3 = a® + b2 et |a + b = 1, donc au carré, a® + b? + 2ab = 1, i.e. ab = 0. Ainsi (a = 0
et [b] = 1) ou (Ja| = 1 et b = 0), ce qui correspond exactement aux fonctions évoquées, qui sont
réciproquement bien booléennes d’au plus une variable. O
On peut énoncer des caractéristiques intéressantes vis-a-vis des régles de vote :



Définition 8. Une régle de vote f: {—1,1}" — {—1,1} est dite
— monotone si : Vx,y € {—1,1}", (Vi € [n],z; <y;) = f(x) < f(y),

— impaire si f(—-) = —f(-),

— unanime si f(1,...,1)=1et f(—1,...,-1) = —1,

— symétrique si pour toute permutation 7w € Sy, pour tout z € {—1,1}", f(:vﬂ(l), e ,a:ﬂ(n)) =
f(@),

— équilibrée si E[f] = 0.

Remarque 6. Dans une situation de vote & deux candidats, la monotonie peut s’interpréter ainsi :
plus le nombre de votants pour un des candidats est important, plus il a de chances de remporter
I’élection. L’imparité s’explique par : si tout le monde inverse son vote, c’est I’autre candidat qui est
élu. Enfin, une régle de vote symétrique est une régle de vote qui ne prend pas en compte 'ordre
dans lequel la population s’organise pour voter et ne hierarchise pas les votes. Ces trois propriétés
sont essentielles et pourtant trés restrictives, ce qu’on va décrire dans la prochaine proposition.

Proposition 5.
1. Il existe des régles de votes symétriques et impaires si et seulement si n est impair.

2. Pour f:{—1,1}" — {—1,1}, f est monotone, impaire et symétrique si et seulement si n est
impair et f = Mayj,.

Preuve.
1) On suppose par l'absurde que n est pair et qu’il existe f : {—1,1}" — {—1,1} symétrique et
impaire. Dans ce cas,

f 1,...,1 ,—1,...,—-1| =f(-1,...,—1,1,...,1) par symétrie
de longueur n/2
=—f(,...,1,-1,...,—1) par imparité
donc f(1,...,1,—1,...,—1) = 0 ce qui est absurde. Donc s’il existe f symétrique et impaire, n est

impair. Réciproquement, la majorité est clairement symétrique et impaire.

2) Montrons d’abord que la majorité est monotone. En effet, si z,y € {—1,1}", si pour tout i € [n],
x; <y, alors xy + -+ <yp + -+ yp donce signe(zy + -+ + x,) < signe(yr + -+ + Yn)-

Réciproquement, soit f monotone, impaire et symétrique. On a vu en 1) que dans ce cas, n est
impair. Montrons que f = Maj,,. Soit = = (z1,...,2,) € {—1,1}" avec 1 + - - - + x, > 0. Montrons
que f(z) > 0. Notons k > |n/2] 4+ 1 le nombre de 1 dans z. Or par monotonie, puis par imparité,
puis par symétrie,

2 I VU U TR [ I S FUUUUS TR FUpRpt I IS B IR, TS TN |
——— ———
de longueur k de longueur n—k de longueur n—k
——f| 1.1 ,-1,...,-1
——

de longueur k



Et donc, par symétrie, f(x1,...,2,) = f 1,...,1 ,—1,...,—1| > 0. On conclut dans le cas
N—_——

de longueur k
1+ -+ x, <0 que f(z) <0 par imparité. Comme f est & valeurs dans {—1,1}, f est bien la
fonction Mayj,,. g

3.2 Opérateurs utiles
On aura besoin dans la suite de I’étude de certains opérateurs. Définissons la dérivation discréte :
Définition 9. Soit i € [n]. Pour f € RI=11" donnée, on définit

f(mb ey Li—1, 1,.’L'7;+1, o 7xn) - f(xlu ey Li—1, —1,.’L'7;+1, o 71'77,)

Dif:xw— 5

Définissons aussi 'opérateur d’espérance :

Définition 10. Soit i € [n]. Le i-éme opérateur d’espérance est 'opérateur
E;:fe R-LI (m = (21, xn) = Byooy [f (@1, ooy s, Wi, Tt - ,$n)])
Alors on peut énoncer des propriétés directes sur ces opérateurs :
Proposition 6. Soienti € [n|, f:{-1,1}" — R et x = (z1,...,2,) € {)1,1}". Alors,
1 Dif(x) = > F(S)ws ().

SCln]
S3i

9 Ef Z f f(:L‘l,...,xi1,1,CL‘Z'+1,...,£L‘n)—|—2f($1,...,$i1,—1,$i+1,...,$n)'
Syz

8. f(x) =2 Dif(x) + Eif(z).
Remarque 7. On remarque que D; f et E; f ne dépendent pas de la i-éme coordonée. La décomposition
f = w;D;f + E;f sera alors trés utile par la suite pour prouver des résultats fonctionnels par
récurrence. C’est ce qu’on utilisera en particulier dans la preuve du théoréme 8.

3.3 Influence

Pour un systéme de vote donné, on peut se demander quelle importance a le vote d’une personne
vis-a-vis du résultat. On définit alors l'influence :
Définition 11. Soit f : {—1,1}" — {—1,1}. L’influence de la i-éme coordonnée vis-a-vis de f est
la quantité suivante :

Infz[f] = Pzwon <f($) 7é f (Tl(w))) )

ot 7;(x) = (T1, .oy i1, —Tiy Tig1y -+, Tp)-

Or, Dif (= ‘f () ' = 17()2s(r(-)(), done

6] = o, <f<x>7éf<n<x>>>=2in > (A DS g

ze{-1,1}" ze{-1,1}"

On peut donc généraliser la définition 11 aux fonctions & valeurs réelles quelconques :



Définition 12. Soit f : {—1,1}" — R. L’influence de la i-¢me coordonnée vis-a-vis de f est la
quantité suivante :

Inf;[f] = E [D; %] = ||D:f]|3.

Proposition 7. Pour f: {-1,1}" - R et i € [n]

1.
fi[f]= ) J(5)
SC[n],i€S
2. Si f est monotone, R
Inf;[f] = f(i)
Preuve. R
1) En effet, on rappelle que D; f = Z f(S)wg\ iy, on conclut alors par la définition 12.

SCn],i€S
2) Par monotonie, D;f est positive et alors D;f = 1f.)2¢(r(.)), donc avec la décomposition de
FOURIER rappelée ci-dessus,

Wilf) =5 3 Dif(e) = EIDif) = Dif ) = F0) = 7l0).
ze{-1,1}"

O
On peut maintenant définir I'influence totale d’une régle de vote :

Définition 13. l'influence totale de f : {—1,1}" — R est la somme des influences de chaque
coordonnée :

I[f] = Z Inf;[f].

On peut directement en tirer une interprétation :

Proposition 8. Soit f: {—1,1}" — {—1,1}.

1. St f est monotone,

2. Considérons une élection & deuzr candidats. Si d est le nombre de votants d’accords avec le
résultat de [’élection, alors

Eld) = 5 + 5 > Fli).
=1

Preuve. 1) Découle directement de la proposition 7.

2) On veut d’abord exprimer d. On note x = (x1,...,x,) les suffrages. Alors |x; + -+ + x| est
le nombre de votes qu’il y a en en plus pour le gagnant, c’est-a-dire le nombre de votes pour le
gagnant auquel on enléve le nombre de votes pour le perdant :

lz1+ -+ ap| =d(z) — (n —d) = 2d(z) — n. (4)



Or, si le gagnant est —1, c’est-a~dire f(x) = —1, alors il y a plus de personnes qui ont voté pour —1
que pour 1 comme f est monotone. Alors x1+---+z, < 0et donc [z1+---+z,| = f(z)(z1+- - -+zp).
De méme si le gagnant est 1, |21 + -+ + x,| = f(x)(x1 + - -+ + z,,). On déduit donc de (4) que

_n+f(x)($1+---+9:n)

n n n n
=0 =0 =0

|3
+

N =
=
=
=
&

Il

|3
N =

La derniére proposition veut tout simplement dire que quand la régle de vote est monotone, plus la
population a une influence sur le résultat, plus elle devrait en étre satisfaite. Une question naturelle

n
ensuite est celle de savoir pour quelle(s) fonction(s) la quantité Z F(i) est maximisée.
i=0

Proposition 9.
n
1. Les seules fonctions f : {—=1,1}" — {—1,1} qui mazimisent la quantité Zf(z) sont les

i=1
fonctions majorité.

2. Sin est impair,
n
. : 2n _
ZMaJn(z) =I[Maj,|=14/—+0 (n 1/2) .
=1 &
3. Sin est pair, si f est une fonction majorité,

I[f] =I[Maj, 4] = ﬁ+ O (n—l/Q) .

4. Soit f:{—1,1}" = {~1,1},

En particulier, si f est monotone,
2
)<=+ 0 (n712).
s

Preuve.
1) Soit f:{—1,1}" — {—1,1}. Alors,

Y F@) =Elf@) @+ +z)] SE[f (@)@ + -+ za)]]| = Ellzr + - + @]
=0

D’aprés le cas d’égalité de l'inégalité triangulaire, il y a égalité si et seulement si dés que x; +
oty £ 0, f(z)(xy + - + ) > 0, cest-a-dire, comme f est a valeurs dans {—1,1}, que



f(z) = signe(xy + -+ + ) dés que 1 + - -+ + x,, # 0.

2) Soit n impair et @ € [n] fixé. Revenons & la premiére définition de Inf;(Maj,,) :

Infi[Maj,] = Peno, (Maj, () # Maj, (7i(2))) = 2%#{93 € {-1,1}"; Maj,,(x) # Maj, (ri(x))}

Soit © = (z1,...,2n) € {—1,1}"™.

Mayj,, (z) # Maj,, (1i(z)) < signe Zacj + 1| # signe ij -1
JF JF#i

Etant donné que ij € N, Maj,,(z) # Maj,, (1i(z)) < Z:L'j = 0. On cherche & ranger (25%) "1"
J#i J#i
—1
et (”771) "—1" dans les n—1 cases x1,...,%;—1, Tit1,-- -, Ty : o0 peut le faire de 2 (nn_l > maniéres,
2
le 2 traduisant les deux choix possibles pour x; : 1 et —1.

It [Maj, ] = — (n N 1) L (n=D! (6)

on—1\ n=1 | = 9n—1 (nT,l)!z

Remarque 8. Tout les votants ont la méme influence pour un vote par la fonction majorité.

Utilisons la formule de Stirling :

NI = <N>N (V2rN + o(NY3)) .

Alors,
ity = L O (VT 0= 07) s ot
ni;|Maj,| = poan — _
- [(nT_el)T (\/@4_0((%—1)71/2))}2 (\/ﬁ—l—O(n*l/?)Q
™+ O(n~'/? T+ O(n~—1/2
= \/27—’—7-‘-”( )[1+O(1n_1)]2 = JT—’;pﬂ( ) (1 —|—O(TL_1))
= \/%‘:-2(71_1/2) _ \/54-0(71_3/2).
Ainsi,

[[Maj,,] = Zlnfi(Majn) =n <2n1_1 H) =n <\/z + O(n_3/2)> _ Q?n +O(n V),
2

1=0 :

3) Soit n pair, f: {—1,1}" — {—1,1} une fonction majorité¢ et i € [n]. Alors,

M=YED=Y 0 X D=4 X Difw)
i=1 i=1

re{-1,1}" i=1 (#1500, Ti—1,Ti4150,Tn)

Or, D;f ne dépendant pas de la composante en 4, on note E:f I'application agissant formellement
sur {—1,1}""1 telle que pour tout € {—1,1}", D;f(x1,...,Zn) = Dif(21,. .., Ti 1, Tit1,- -, Tn).

10



Ainsi, lf)jf = D;Maj,,_q, et en utilisant le fait que toutes les influences sont égales pour la majorité
sur {—1,1}"71

I[f]:ZZQLH Z b?f(xl,...,$i71,xi+1,...,l’n)2

=1 = (Z150sim1,Tig 15, Tm)

n 1

i=1 me{~1,1}

On peut accéder facilement & un dernier résultat :
Théoréme 2 (Inégalité de Poincarré). Soit f: {—1,1}" — R. Alors

Var[f] < I[f].

n

~

Qu’on déduit aisément du lemme suivant, par le fait que Var[f] = Z W*(f) — f(#)?* (voir pro-

k=1
position 6).
Lemme 1. La décomposition de Fourier de I[f] est la suivante :
N n
1[f1= D ISIF(8)" =) kW"(f).
SCln] k=0
Preuve. Découle directement de la proposition 7. O

3.4 Stabilité du bruit

On se place dans une élection entre deux candidats. On suppose que les votants choisissent
indépendamment et uniformément leurs votes. La situation représentée est la suivante : s’il y a une
certaine probabilité que leur vote soit inversé, stirement par des problémes logistiques, comment le
systéme de vote réagit-il 7 On se demande comment le résultat pourra étre modifié. Si x représente
les intentions de votes et y les votes enregistrés, on se demande si f(z) = f(y). Dans cette situation,
f étant a valeurs dans {—1, 1}, étudier le produit f(x)f(y) revient a étudier la différence de résultats.
Traduisons cette situation par la notion de variables p-corrélées.

Définition 14. Soit p € [0,1]. Si & € {—1,1}" est fixé, si y est un vecteur aléatoire a valeurs dans
{—1,1}", on dira que y = (y1,...,Yyn) est p-corrélé a z, et on notera y ~ N,(z) si les couples (z;,y;)
sont mutuellement indépendants et si pour tout ¢ € [n], y; prend la valeur x; avec probabilité p, ou
une valeur aléatoire dans {—1,1} choisie uniformément avec probabilité 1 — p. On peut étendre la
notation & tout p € [—1,1] en exigeant :

1 1 1 1

Plyi=2i) =5+ 50, Plyi=-2i)=5 - 5p.

On dira de deux vecteurs aléatoires z et y qu'’ils sont p-corrélés si x ~ o, et y ~ Ny(x).
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Précisons pourquoi lorsque p > 0 les deux définitions sont équivalentes. En effet, soient x et y deux
vecteurs aléatoires p corrélées selon la premiére définition. Alors, pour i € [n], y; prend directement

la valeur x; avec probabilité p. Si elle ne la prend pas directement, x; valant 1 ou —1, y; prend la

valeur x; avec une probabilité I_Tp. Au total, on retrouve bien

1 1
Plys =) =p+ —5— = 5+ 5/

On trouve la valeur de P(y; = —x;) par P(y; = ;) + P(y; = —x;) = 1. Enoncons une caractérisation
utile de ces variables.

Proposition 10. Soient = et y deur vecteurs aléatoires a valeurs dans {—1,1}". Alors = et y sont
p-corrélés si et seulement si les couples (z;,y;) sont mutuellement indépendants et si chaque couple
(i, yi) vérifie Elzi] = Ely;] = 0 et E[ziy] = p.

Preuve. On suppose que x et y sont p-corrélés. Tout d’abord, les (z;,y;) sont indépendants par
rapport & i. Soit i € [n]. x est uniforme dans {—1,1}" donc clairement E[xz;] = 0. De plus, en
utilisant les probabilités conditionnelles,

Elyi] = Ply; = 1] — Ply; = —1]
=Plz; =1y =] + Ploy = —1,y; = —x5] = Plz; = 1,y = —x;] — Ploy = —1,y; = ]

1
— 5(]?[% =zl = 1]+ Ply; = —xs|lw; = —1] = Ply; = —xi|z = 1] — Ply; = a4|w; = _1]>

1,101 T SRS UAS U R
ol TP Ty TP T g TP TR T

Et en utilisant les probabilités conditionnelles & nouveau,

Elz;yi] = Plriy; = 1] — Ploy; = —1]r
=Plz; =1,y = 2] + Plo; = =1, y; = 23] — Ploy = L,y = —a) — Plo; = =1,y = —x;]

RO U U SR ST
To\2T2? TP T \a TP T T ?) ) T
On suppose désormais que les (x;,y;) sont indépendants par rapport a i et que E[z;] = E[y;] = 0,
E[z;y;] = p. Comme E[z;] = E[y;] = 0 on obtient
Ply; = ;) = Ply; = i, v = 1 + Ply; = @, 2 = —1]

et
Ply; = —x5] = Ply; = —xi, 2 = 1] + Ply; = —x4, 1 = —1].

Par l'expression de E[z;y;] donnée ci-dessus,

Ply; = zi] — Plyi = —2;] = Elzy] = p. (7)

Or,
Ply; = z;] + Ply; = —a] = 1. (8)
Donc en combinant (7) et (8) on obtient le résultat voulu. O

Définissons la notion de stabilité au bruit, qui mesure la réponse du systéme de vote quand
I’enregistrement est brouillé.

12



Définition 15. Soient f: {—1,1}"" — R et p € [-1,1]. Alors la stabilité au bruit de f par rapport
a p est
Stabp[f] = Ex,yp—corrélées[f(x)f(y)]'

Remarque 9. Cette quantité mesure bien la réponse du systéme de vote. En effet, pour f : {—1,1}" —

{_17 1}7
Stabp[f] = Py y pcorrélees f(z) = f(y)] — IP)oc,ypcorrélées[f(x) # f(y)]
= 2Pz,ypcorrélées[f($) = f(y)] -1
On peut également définir 'opérateur de bruit, qui sera étudié dans la partie 4 :

Définition 16 (Opérateur de bruit de paramétre p). Soit p € [—1,1]. L’opérateur de bruit de
parameétre p est 'application T}, : RUL y REELUT gelle que :

vf e R W € {11}, T, f(2) = By, o) Lf ()]
Justifions 'appellation "opérateur" :

Proposition 11. Soit p € [-1,1].
1. T, est lincaire.

2. Les wg sont vecteurs propres de T,,. En particulier, T, est auto-adjoint car diagonalisable en
base orthonormée.

3. Pour f:{-1,1}" — R, la transformée de FOURIER de T, f est la suivante :

T,f = > p*IF(S)ws.

SC[n]

Preuve. La linéarité est claire. Montrons le point 2. Pour S C [n] et € {—1,1}", en utilisant
I'indépendance des y;,

prS(x) = IEyNNp(z) [H yl] = HEwap(;r) [yz] = pri = p|S|wS(:L').

€S €S €S

Ce qui prouve bien que les wg sont des vecteurs propres pour T, qui diagonalise donc en base
orthonormeée, et est ainsi auto-adjoint. Le point 3. découle directement de I'identité T,wg = p‘S lwg
et de la linéarité de T,. O
On peut avoir une expression explicite d’une stabilité :

Proposition 12. Soient f: {—1,1}" — R et p € [-1,1]. Alors

1. Le lien entre stabilité au bruit et opérateur de bruit est le suivant :

Stab,[f] = (f, T,f)

Stab,[f] = Y pIIF(9)? =D pFuk(f).
k=0

SC[n]
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Preuve.
1) En effet,

Stab,[f] = E @) f®)] =Eono, [f(@)Eyun, @) [fW)]] = Eano, [f(@)Tpf ()] = (f, Tpf).

w0 Yo Np(2)

2) Conséquence directe de 1) et de I'expression de la transformée de Fourier de T}, f donnée en 11. [J

3.5 Vote de CONDORCET, paradoxe et théoréme de ARROW

On a vu que dans le cas d’une élection a deux candidats, seule la Majorité respecte le plus de trés
bons critéres. On va maintenant utiliser les outils mis en place pour essayer d’accéder a de nouvelles
techniques de votes, ot 'on peut prendre plus de candidat en compte.

Remarque 10. Dans cette section, nous considérerons seulement des élections ot trois candidats sont
a départager.

On peut faire correspondre cette envie avec ce qu’a proposé CONDORCET en 1785 dans son Fssai
sur Uapplication de 'analyse & la probabilité des décisions rendues a la pluralité des voiz. Il présentait
un systéme de vote oul au lieu de dire celui des trois candidats A, B, C qu’il préfére, chaque votant
range les candidats dans un ordre décroissant, ce que I'on peut obtenir par trois votes par dichotomie,
pour chaque alternative A vs B, B vs C' et C vs A, en supposant que chaque votant choisi de maniére
rationnelle, i.e. s’il préfére A & B et B & C alors il préfere A & C. Une fois les bulletins récupérés,
par la conviction de Condorcet [2] qu'un choix préféré a tout autre choix doit étre élu, le "vainqueur
de Condorcet" est le candidat qui est toujours préféré a un autre :

Définition 17. Parmis trois candidats A, B et C, on dira (par exemple) que A est un vainqueur de
Condorcet si I'on considére que A est préféré a B, et préféré a C.

L’avantage de ce systéme est d’indiquer des degrés de préférence pour chaque votant et d’éviter
un vote binaire ot le pouvoir du votant s’incarne en un candidat. Par exemple, en France, nous
sommes particulierement confrontés a la notion de "vote utile" qui est une conséquence directe de
ce systéme binaire. Seulement, rien n’assure qu’il existe un vainqueur de Condorcet et pire encore,
il existe des situations ot chaque candidat est un vainqueur de Condorcet, ce qui rend le résultat
totalement irrationnel. Ce phénoméne est le paradoxe de Condorcet. Exhibons le concrétement :
supposons que trois personnes doivent voter parmis Riri, Fifi et Loulou et qu’on les votes soient les
suivants :

Mr.1 Mr.2 Mr.3
Riri vs Fifi Riri  Fifi Riri
Fifi  vs Loulou Fifi Fifi Loulou
Riri vs Loulou Riri Loulou Loulou

Ici, en récupérant les votes on peut constater le paradoxe. En effet, en regardant ligne par ligne, on
peut dire : Riri est préféré a Fifi, Fifi est préféré a Loulou, Loulou est préféré a Riri, on obtient donc
une boucle, il est impossible de trancher.

Ici, pour interpréter les suffrages, on s’est servi de la majorité ligne par ligne. Or, on sait désormais
qu’il est possible d’utiliser d’autres régles de vote que la majorité, on peut alors se demander comment
un vote de Condorcet est modifié en utilisant d’autres régles de vote et si 'on parvient ou non a
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contourner le paradoxe. On dira qu’'un résultat est rationnel s’il existe un unique vainqueur de
Condorcet, irrationnel sinon.

Concrétement, nous opérerons ainsi : on suppose devoir trancher & nouveau entre Riri, Fifi et
Loulou. Prenons n votants et une régle de vote f : {—1,1}" — {—1,1}. On obtient les préférence sur
face a face de chaque votant : (Riri vs Fifi)/ (Fifi vs Loulou)/ (Loulou vs Riri). Si le votant préfére
celui de gauche on traduit ce choix par 1 et s’il préfére Pautre, —1. Les avis totaux sur (Riri vs Fifi)
(resp. (Fifi vs Loulou), resp. (Loulou vs Riri)) sont répertoriés dans un n-uplet x € {—1,1}" (resp.
y, resp. z). La fonction f décide alors du vainqueur global de chaque face a face (1 s'il sagit de celui
de gauche, —1 pour l'autre). La décision finale se traduit alors en un triplet (f(x), f(y), f(2)). Le
protocole s’explique dans ce tableau :

(1) (-1) Mr.1 Mr.2 Mr.3 Décision

Rii  Fifi o= ( 1 ~1 1 ) e{-1,1}" f(z)e{-1,1}
Fifi Loulou y=( -1 ,1 =1 o) e{-1,1}" f(y)e{-1,1}
Loulou Riri z=( 1 ,—1 -1 ,..)e{-11}" f(z)e{-1,1}

Par exemple, un triplet final (f(x), f(y), f(z)) = (1,1, —1) équivaut a "Riri > Fifi > Loulou" donc &
une victoire de Riri. En revanche, un triplet final (f(z), f(y), f(2)) = (1, 1,1) siginifie : "Riri > Fifi
> Loulou > Riri" et le résultat est donc irrationnel, c’est-a-dire qu’on ne peut pas désigner d’élu,
méme si chaque votant posséde ses préférences. On s’est demandé s’il était possible de contourner le
paradoxe. Le théoréme de Arrow donne une réponse exacte et troublante & cette question : éviter le
paradoxe revient & ne prendre ’avis que d’une seule personne, un "dictateur".

Théoréme 3 (ARROW,1950). Soit f: {—1,1}" — {—1,1} une régle de vote. S’il existe toujours un
vainqueur de CONDORCET par f, alors f = w; ou f = —w; pour un certain i € [n]. De plus, si f est
unanime (Cf définition 8), f = w;.

Remarque 11. On obtiendra en section 4.3, par le théoréme FKN, une version "quantifiée" Arrow.

On va d’abord obtenir la probabilité qu’il y ait un vainqueur par f. On se place dans I’hypothése
que 'opinion des votants est uniforme et indépendant de celui des autres.

Théoréme 4. Dans un vote de CONDORCET par la regle de vote f : {—1,1}" — {—1,1}, la proba-

bilité d’obtenir un gagnant est
3 3

1 ZStab—l/S[f]'

Preuve. Soient z,y,z € {—1,1}" les variables aléatoires suivant les votes concernants les différents
face a face comme expliqués ci-dessus.

Remarque 12 (Traduction mathématique des hypothéses sur les votants). On rappelle que sous les
hypotheses que les votants soumettent un vote rationnel et qu’ils choisissent de maniére uniforme et
indépendante, les composantes z;, y;, z; ne sont pas toutes égales (il y a donc six valeurs possibles)
et sont des variables aléatoires uniformes indépendantes entre elles (par rapport a ).

Il y a un gagnant de CONDORCET si et seulement si les trois quantités f(x), f(y) et f(z) ne sont
pas toutes égales. Soit H = 1;_ 1}33\{(1,1,1),(~1,—1,—1)}» qui renvoie 1 si et seulement si les composantes
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du vecteur en argument ne sont pas toutes égales. Alors, si on note C I’événement : "il existe un
vainqueur de CONDORCET",

PIC] =P [(f(x), f(v), f(2)) € {(1,1,1), (-1, =1, -1)}] =P [H(f(z), f(y), f(2)) =1]
=E[H(f(z), f(v), f(2)] . (9)

On cherche la transformée de FOURIER de cette fonction. Tout d’abord, H est clairement impaire,
ce qui apporte I’'égalité suivante :

> H(S)ws =Y H(S)(~1)lws,
SC[3] SC[3]

i.e.
H(Dywy + H(2)ws + H(3)ws + H({1,2,3})wp 95 = 0.

Donc par unicité des coefficients de FOURIER,
H(1)=H(2) = H(3) = H({1,2,3}) = 0.

Ensuite,

I?(S):(H,w5>:% 3 H(m)ws(a:):é S ws).

wre{-1,1}3 re{-1,1}3
z#(1,1,1),(—1,—1,—1)
Soit S C [3]. Si S =0, alors
~ 1 22-2 3
H(S)=- 1= -
$)=5 2 s i
ze{—1,1}3
z#(1,1,1),(—1,—-1,—-1)
Si |S| = 2, alors ws = wy; ;3 pour certains 7,j € [n]. H étant invariante par permutation des

~

coordonnées (symétrique), on peut supposer que ¢ = 1, j = 2, alors, H(S) est la quantité :

> 1- > 1- 2. 1+ > 1
ze{-1,1}3, (zs,25)=(1,1) ze{-1,1}3, (zi,x5)=(1,-1) ze{-1,1}3, (zs,z5)=(-1,1) ze{-1,1}3, (zs,25)=(-1,-1)
z#(1,1,1),(=1,—-1,-1) z#(1,1,1),(—=1,—-1,-1) z#(1,1,1),(=1,—-1,-1) z#(1,1,1),(—-1,—-1,—-1)

8

1-2-2+4+1 1
=— % -7
Alors la transformée de FOURIER de H est la suivante :

H=" 1w1wz - 1’w1w3 - 1wa?,,
4 4 4 4
ainsi par (9),
PIC] = © — JE[f@)7 )] - EF@)f()] ~ (B W) ()] (10)

L’expression évoque presque tout de suite des stabilités au bruit (voir 15). On va donc se servir de la
proposition 10 pour vérifier que les variables x;, y; et z; sont deux-a-deux p-corrélées pour un certain
p. En effet, par la remarque 12, pour i € [n] fixé,

Elziy] =Plz; = 1L,yi = 1] = Plz; = =1y, = 1] = Plz; = 1,y; = 1| + Plz; = -1,y = —1]
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Par symétrie des roles, E[z;z] = —% et Elyizi] = —%. Par la remarque 12, les z;, y; et z; sont
uniformément distribuées sur {—1,1} : E[z;] = E[y;] = E[2;] = 0, donc on vérifie bien d’aprés 10 que
xi, ¥; et z; sont deux-a-deux (—%)—corrélées. De fait,

E[f(2)f(y)] = E[f(2)f(2)] = E[f(y) f(2)] = Stab_y 5[f]. (11)
Donc en combinant (10) et (11),

— - Stab_y3[f]. (12)

O
Ce théoréme en téte, on va pouvoir démontrer le théoréeme de ARROW :
Preuve. [Du théoréme de ARROW| D’aprés le théoréme 4, supposer qu’il existe toujours un gagnant
de CONDORCET revient a exiger

3 3
1 ZStab—l/:a[f] =1,
donc d’aprés 12,
3 3 (< 1\
11 (Z <—3> w [f]) =1,
k=0
1\* 1 — k
Or, pour tout k # 1, -3 > —3 donc 8’1l existe k # 1 tel que W¥[f] > 0, alors

n k n
(2 (5) wan) < g0 - e -
k=0

k=0

ce qui est absurde.

Donc W¥[f] = 0 pour tout k # 1, ainsi f est linéaire. Par la proposition 4, f = 4w; pour un
certain ¢ € [n]. Si 'on suppose que f est unanime, alors f = w;. O
On va maintenant estimer les probabilités d’avoir un gagnant de CONDORCET. On a tout de suite
un corrolaire du théoréme 4 :

Corollaire 1. Dans un vote de CONDORCET a trois candidats par la régle de vote f : {—1,1}" —

7T 2
{=1,1}, la probabilité d’obtenir gagnant de CONDORCET est majorée par 9 + §W1[f].

Preuve. On sait du théoréme 4 que cette probabilité est de % — %Stab,l /3[ f], c’est-a-dire qu’elle vaut

n k " N
0 42(—> W = - ZW 1+ WA - 112W2[f]+iz<_;> W

k=3
3.1 3~ (1 3 &
< W ti2 (3> <34 Wl[f]+4><27 (Wo[f]+W2[f]+kZ:3W’“[f]>
3 1 1 72
SZ"'Zwl[f]“‘%(l_wl[f])§§+§W1m
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Remarque 13. Cette quantité est atteinte : si W1[f] = 1, c’est-a-dire que f est linéaire, alors f est un

dictateur ou un contre-dictateur et dans ce cas, la probabilité d’obtenir un gagnant de CONDORCET

est de 1. D’autre part, comme W1[f] = 1, alors g + %Wl[f] =1 donc la majoration est atteinte.

On peut combiner ce corrolaire avec la proposition suivante :

Proposition 13. Si f : {—1,1}" — {—1,1} est telle que pour tout i,j € [n], f(i) = f(j), alors
2

W < =+0@™?).
7r

n
Preuve. Si f a tous ses coefficients de niveau 1 égaux, alors I[f] = Z (1) =nf(1). Or, d’apres la

=1

2
proposition 9, I[f] < \/—n +0 (nil/Q), on obtient donc :
T

f ‘/i -3/
f(1) < o +O(n32).
Comme W1[f] = nA(l)Q, alors

win<n (20 () =nxd (rr0 () =2 oo

On peut donc énoncer :

0

Théoréme 5. Soit f : {—1,1}" — {—1,1} qui posséde tous ses coefficients de Fourier de degré 1
égaux. Alors la probabilité qu’il y ait un gagnant de CONDORCET par f dans un vote de CONDORCET

4
a 3 candidats est majorée par g + or + O(n71/2) ~ 0,919.
™

Penchons nous sur le cas de la majorité. On va d’abord montrer le théoréme suivant dont on voit
tout de suite 1'utilité, en le combinant avec le théoréme 4,

Théoréme 6. Soit p € [—1,1]. Alors,

2
lim  Stab,[Maj,| = — arcsin p = 1 — — arccos p.
n—-+00, n lmpair s s

Preuve. [Du théoréme 6] Soit p € [—1,1] fixé. Soit n € N impair et z,y deux vecteurs aléatoires a
valeurs dans {—1,1}" p-corrélés.

Stab,[Maj, | = E[Maj,, (z)Maj,(y)] = E[signe(z1 + - + zn)signe(yr + -+ - + yn)]
= Plsigne(x1 + - - - + xy) = signe(yr + - - - + yn)| — Plsigne(x1 + - - - + xy,) = —signe(yr + - - - + yn)]
= 2P[signe(z1 + - - - + xn) = signe(yr + -+ yn)] — 1
— Ples 4+ 0 > 0,y1 4+ yn > 0+ 2Py 4 <O, yn 4+ Y < 0] — L.

OI', ]P)[$1++$n207y1++ynZO]ZP[CC1++$n§0791++yn§0]7d0n0

Stab,[Maj,| = 4P[x1 + -+ 2, <O0,y1 + - +yn < 0] — L. (13)
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L’idée est qu’on reconnait la fonction de répartition d’une somme de vecteurs aléatoires, un "Fg, (0,0)".
C’est idéal car on veut obtenir un résultat de convergence : quand il y a convergence en loi, la fonction
de répartition converge simplement 14 ot la fonction de répartition de la limite en loi est continue. La
convergence en loi de sommes de vecteurs aléatoires est couverte par le théoréme de la limite central
multidimensionnel. 11 est naturel alors de remplacer (13) par

1 n
Stab,[Maj,,| = 4P i <0, — ; <0 —1. 14
= om0 5

On va alors nommer .
1 x;
Sy, = —— v,
tvn ; <y>

Appliquons le théoréme de la limite centrale multidimensionnel . Tout d’abord,
1 GK(Er] 1 =0\ _ (0
FrlC)] - ) -5 () - ()

s . . ; 1
Par la proposition 10, la matrice de covariance de (Zjl) est la <p [1)> On suppose donc pour le
(2
moment que |p| # 1 de sorte que cette matrice soit inversible. On peut utiliser le théoréme de la

limite centrale multidimensionnel :

BEE) e (O 0w

Z est un vecteur gaussien, donc est a densité. Ainsi, la fonction de répartition de Z, (¢1,t2) — P[Z; <
t1, Zo < tg] est continue. Donc par (14) et par la convergence en loi établiee en (15),

1 <« 1 <«
Stab,[Maj,| =4P |[— > #; <0,— > 3, <0| —1 —  4P[Z,<0,Z, <0]—1. (16)
g ﬁ; \/ﬁiz

n——+00, n impair

On va devoir montrer la formule de SHEPPARD :

11
P[Z; go,zzgo]:i—ﬁ%;:sp. (17)

En admettant ce résultat, on aura terminé la preuve du théoréme en linjectant dans (16). Pour
prouver la formule de SHEPPARD on va se servir du lemme suivant :

Lemme 2. Soit 6 € [0, 7] tel que p = cosf. On note § = (il) avec g1, g2 ~ H2(0, 1) indépendantes.
2

L (1 _ _ (cos0
Szu—<0) etv—<sin9>,alor5
Z£< )

Preuve. Posons w; = @-§ = g1 et wg = U- g = cos gy +sin fgs 1l faut montrer que wy, wy ~ A7(0,1)
et que Cov(wi,w2) = Elwiws] = p = cos 6. Clairement,

ST
Q|

E[wi] = E[wg] =0 et Var[w;] = Var[g;] = 1.
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Montrons que Var[ws] =1 :

Var[ws] = Var[cos 0g; + sin 8go] = Var[cos 0g;] + Var[sin 8gz] + 2Cov]cos 01, sin Ogs]
= cos? OVar[g1] + sin? @Var[gs] + 2 cos 0 sin Cov[g1, g2,

mais comme g1 et gs sont centrées réduites on peut simplifier par
Var[ws] = 1 + 2 cos 0 sin 0E[g; g2]. (18)

Or,

22 y2

1 +oo  ptoo 3 3
Elg192] = / Y for (2) foo (y)dady = o / / ze T ye 7 dudy
R2 TJ-co J-co
Or on calcule l'intégrale de deux fonction impaires sur R, donc E[g1g2] = 0 et par (18)
Var[ws] =1
On vérifie bien que wy,wa ~ A4°(0,1). Montrons pour finir que E[wjws] = p. En effet,

Elwiws] = E[g1(cos 8 + sinfg)] = cos = p.

Le lemme est prouvé, on va pouvoir montrer la formule de SHEPPARD. On cherche & calculer
P[Z1<0,Z,<0|=Plu-g<0,v-§<0]. (19)

On montre que
(W-g<0,7-d§<0)=(7€2)

ou 9 = {(r cosp,rsing); r>0,p € [% + 6, 37”] } Or g; et go étant indépendantes, § est & densité,

donneé par fz = fg, fg,- On peut alors calculer, avec un changement de variables polaires,

3T

r=+oc =72 1 r2 cos? 0 r2sin2 ¢
Pli §<0.5-G<0=Flge )= [ flopdsdy= [ [T e e T vy
2 r=0 p=5+0 2

1 =t o [ pe=F g [t 2 —0 1 16
2/ re 2 / ’ do drr:W / re‘?dr:W = - ——= (20
2m J—o =240 2r  Jo 2m 2 27

Comme 60 € [0, 7] et que p €] — 1, 1], alors § = arccos p. On a bien en combinant (19) et (20), on a le
résultat qu’on voulait :

I 1
P[Z1 <0,Z, <0] = = - 5alrccosp
s

Et la preuve du théoréme est terminée. U
On obtient ensuite directement le théoréme suivant :

Théoréme 7 (Formule de Guilbaud). Dans un vote de condorcet a 3 candidats utilisant la majorité
Mayj,,, la probabilité d’obtenir un gagnant par condorcet tend, quand n tends vers oo, vers

™

3 1
o arccos (—3) ~ 0.912.
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Remarque 14. Quand on prend I'avis d’un grand nombre de personnes par un vote de CONDORCET
par majorité, il y a une faible mais non négligeable chance que le vote n’aboutisse pas. Il serait
intéressant également de pouvoir un peu mieux quantifier en étudiant la vitesse de convergence de
la suite (Stab,[Maj,,]).

Remarque 15. On se rend alors compte, en comparant les théorémes 5 et 7, que la majorité optimise a
nouveau le probléme. L’hypothése faite dans le théoréme 5 correspondent & une propriété souhaitable
pour un systéme de vote : par exemple si une régle de vote est symétrique, tous les coefficients de
dégré 1 sont égaux. Egalement si une régle de vote est monotone, demander que tous les coefficients
de degré 1 soient égaux revient & donner la méme influence a toute la population. La majorité permet
donc d’éviter au mieux le paradoxe de Condorcet, en approchant de la valeur maximale possible de
la probabilité d’obtention d’un gagnant de Condorcet.

4 Opérateur de bruit et hypercontractivité

4.1 Hypercontractivité

Proposition 14. La famille (T)),c[-1,1] est un semi-groupe d’opérateurs : T1 = Idg(-11yn et pour
tous p1,p2 € [=1,1], Ty po = Tp, Tp, -

Preuve. En effet, pour toute f: {—1,1}" — R,

Tif =y 1917(s) §j

SC[n] S5C[n

et pour tous p1,p2 € [—1,1], pour f:{-1,1}" — R

Z AT, F(S)ws = > oS F(Sws = Thop (£)-

SC[n]

g

Remarque 16. Pour p € [0,1], une autre notation pour 7, est utilisée : pour reconnaitre un semi-
groupe d’opérateurs additif, on note P, = T,—+ ot t > 0 est tel que p = e, Ainsi le semi-groupe
d’opérateurs multiplicatif (7)),¢[o,1] devient le semi-groupe d’opérateurs additif (P):>o.

On observe une propriété de contractivité des opérateurs T},.

Proposition 15. Soit p > 1. Pour tout p € [-1,1], T, est I-contractante sur LP({—1,1}") :

v e REMY T 1, < 11£1l

Preuve. Soit f: {—1,1}" — R. Tout d’abord,

1T flp=__E [Tf@)F]= > Lo f (@) 5
L ze{-1,1}n
Or, pour x € {—1,1}",
Tpf(z)| < T,| fl(2)
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car par inégalité triangulaire,

Tpf ()] =

E [f(y)]‘< E (£l = Tfl().

y~Ap(x) oy~ Ap(@)

Donc, par croissance de x — aP sur R,

n p
1T, (< Y Tp\f\(x)pzin: 3 ( pk:|f’_lc(x)> 2%
k=0

ze{-1,1}" ze{-1,1}"

Or, pour tout 0 < k < n, pF|f|7F(x) < |f|7*(z), car —1 < p < 1. Ainsi,

n p
LYY ( !f!:’“(rc)> = X W@ = I
k=0

ze{-1,1}" ze{-1,1}"

O
Rappelons que les normes LP sont ici croissantes : en effet par I'inégalité de HOLDER, si f € RI-LL"
alors si 1 < p <q < 400,

q
[Rals —/ |fIPdoy, < (/ \f\%dan>
(-1 {-11n

)

pP—q

p p
[ e, ) =lifl
{_171}71,

Ainsi, si1 < p < ¢ < +oo,si T : REEL 5 REELI est un opérateur contractif sur LP({—1,1}"),
f e RELUT alors

QI

T Ay < [1£1lp < 11 flg-

C’est pourquoi la propriété de contractivité sur LP({—1,1}") permet directement d’obtenir une
propriété de contraction de LI({—1,1}") dans LP({—1,1}") quand 1 < p < ¢ < +00. On va désormais
définir une notion d’hypercontractivité qui améliore 'inégalité obtenue, en donnant l'inégalité de
contraction de LP dans LY.

Définition 18 (Hypercontractivité pour les opérateurs). Soit (X, .o/, u) un espace mesurable quel-
conque et T : LP(X, o/, u) — LUX, o, ) un opérateur. On dit que T est (p, ¢)-hypercontratif (le
(p, q) est facultatif s'il est sous-entendu) si pour toute fonction f € LP(X, o7, ),

T fllg < 11F1p-

Cette notion est liée a celle de semi-groupe d’opérateurs, on le verra dans la preuve du théoréme
d’hypercontractivité (théoréme 8) présentée plus tard. L’objectif va étre désormais de montrer le
théoréme d’hypercontractivité suivant :

Théoréme 8 (d’'Hypercontractivité). Soit 1 < p < g < +oo. Alors pour 0 < p < %, T, est
hypercontractif. Autrement dit, pour toute f : {—1,1}"" - R,

o fMla < 11F1lp-

On va prouver ce théoréme en plusieurs étapes, en le montrant d’abord pour n = 1 puis en
procédant par récurrence pour arriver & n quelconque. Soient 1 < p < g < 4o00.

Remarque 17. On verra plus tard, en proposition 16, qu’il suffit de montrer I'inégalité pour p = %.

On fera donc I’hypothése dans la preuve que p vaut ,/’q’%i. On verra également en proposition 16

que c’est le meilleur indice possible pour obtenir I’hypercontractivité.
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4.1.1 Preuvean=1
On va tout de suite avoir besoin de la définition suivante, éclaircie dans la remarque 18 ci-dessous.

Définition 19 (Hypercontractivité pour les variables aléatoires). Soient 1 <p < g < ooet0 < p < 1.
Soit X une variable aléatoire avec || X||; < co. On dit que X est (p, g, p)-hypercontractive si :

Va,b € R, ||la+ pbX||q < ||la + bX]||,.

Remarque 18 (Remarque fondamentale). Montrer le théoréme 8 dans le cas n = 1 équivaut & montrer
que toute variable aléatoire x uniforme sur {—1,1} est (p, g, p)-hypercontractive, c’est-a-dire que

Va,b € R, ||la + pbz||q < ||la + bz||p. (21)

En effet la décomposition de Fourier d'une fonction f :{—1,1} — R est la suivante :

~

F= 3 f(Syws = f0) + f(yw.

SC{1}
Donc f est de la forme z +— a + bz ot a,b € R, et T, f(z) = p°f=°(z) + p' f=1(z) = a + pbx. Or

175l = Baney (Tpf (@)1 = Egnoy (Ja + pba|?)'/.
De méme,
1£1lp = Eanery (Ja + baf?) /7.
L’objectif est donc bien de prouver (21).

Remarque 19 (commodité). Par homogénéité des normes, pour montrer (21), il suffit de montrer
poura=1,b€Roupoura € R, b=1.

Remarque 20 (Rappel et notations). On va utiliser dans la suite de la preuve le développement en
série entiere de (1 +¢)* (a € R), valide quand [t| < 1. Celui-ci est le suivant :

+o0o
(1410 = Z ala — 1)..1;7‘(04— k+ 1)tk.
k=0 ’

On utilisera alors une notation généralisée des coefficients binomiaux en notant pour k € N,

<c;> :a(a—l)..];:!(a—k:—l-l)

Preuve. |de (21)] Soit x une variable aléatoire uniforme sur {—1,1}. On peut supposer par la re-
marque 19 que a = 1.

Premier cas : 1 <p<q<2.

On peut supposer que |b| < 1 car si on obtient (21) pour |b| < 1, alors
— Pour |b| > 1, on vérifie I'inégalité voulue :

< [b]?
q

1 1
|11+ pbxl|, = [b]? 1+pgaz 1+5$ = |1 + bz||p.
p
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— Pour |b] = 1 on obtient I'inégalité par continuité de la norme et passage a la limite dans
'inégalité pour |b] < 1.
On suppose donc que |b| < 1. On veut montrer que

11+ pbally < |11+ ball, <= |1+ pba|h < ||1 + bal[) <= E(|1 + pbz|")”/¢ < E(|1 + bal?). (22)

Or |b| < 1 et p < 1 donc les variables 1+ pbz et 1+ bx sont positives. D’aprés la formule de transfert
et le développement en série entiére présenté en remarque 20 :

E(|1 + pb|?)P/? = <;(1+pb)q+;(1—pb)q>p/q (+§< ) » +Z< ) )k>p/q

k=0

400 p/q o) p/q

_ q\ 2k;2k _ 4\ 2k;2k

- (Z <2k>p b > = <1+Z<2k>p b ) (23)
k=0 k=1

De méme N
Py — D\ ok
E(|1 + bx|P) 1+; <2k)b . (24)

On souhaite utiliser l'inégalité suivante : pour 0 < < 1lett >0, (1+¢)? <14 t6. Or,

2k—1

g\ _aqlg—1)...(¢—2k+1) 1
(%) 2k! in_Z

et 1 < ¢ < 2donc pour i > 2, qg—1i <0, et ainsi signe (<2qk:)) =1x1x (—1)2’“7172+1 = 1.

Ceci permet d’affirmer que

+o0 q
2k 1 2k
b >0
FAGGE
k=1
Et ainsi, comme 0 < g < 1, (on rappelle que ici p = %)

3 S o i (=) NV

On veut désormais montrer que

(55 (=g G &

k=1

Cette inégalité étant vérifiée aisément pour p = 1, on suppose désormais p > 1. Montrons que pour
tout k > 1,

p(p—1\"(4q p

L < . 27

(1) () = () e
Ce qui équivaut a :

1 k 1 2k—1 ' 1 2k—1 . 1 2k—1 ' 1 2k—1 .
2 (553) @ o< g M0 o= e o0 s o
1

=0 i=0 =2 (p =2
2k—1 2k— 2k—1 2k—1
‘:’H q—zlS p—i ‘:*H Ul B i—p
=2 7= =2 p= 1 =2 q- 1 =2 p= 1



On multiplie ici des quantités positives, il suffit donc de montrer 'inégalité facteur par facteur.
Soit 4 > 2 fixé. Sur ]1,2], t — —=L est définie et dérivable, de dérivée ¢ — s2==L_ < 0 donc y est

Vi—1 2(t—1)3/2
décroissante. ‘ '
Ainsi, comme 1 < p < ¢ < 2, on retrouve bien ——L < ——E_ [’inégalité (27) est ainsi vérifiée pour

Va—1 = Vp-1°
tout k£ > 1, donc (26) également. On combine ensuite (23) avec (25), puis (25) avec (26), puis (26)

avec (24). Ainsi, on vérifie bien (22) et la preuve est terminée pour ce cas.

Deuxiéme cas : 2 < p < ¢ < +oo.

Soient p’ et ¢’ les indices conjugués de Holder respectifs de p et de g : p' =1 + p%l et ¢ =1+ qfll.
Par décroissance du z — 1 + ﬁ sur |1, 400, on obtient d’abord p’ > ¢'. De plus, comme p > 2,
alors 1 <1+ ﬁ < 2, donc
1<q¢ <p <2,
ce qui correspond au premier cas, qui vient d’étre établi : c¢’est-a-dire qu’on sait que
v f e RUMY T, Al < [1£]ly- (28)
On montre d’abord par I'inégalité de HOLDER pour le produit scalaire et son cas d’égalité que
T fllg = sup (h,Tpf). (29)
l|h]]gr=1
Or, T}, est auto-adjoint donc
sup (h,Tf)= sup (Th, f). (30)
l1R]]gr=1 [1]lgr=1
On utilise ensuite I'inégalité de HOLDER avec ¢ et ¢’ puis un passage a la borne supérieure :
sup (Th, f) < sup ([Th[,[f]) < sup [[Th||y[f|]p- (31)
[Allgr=1 lAllgr=1 lIAllgr=1
Par (28),
sup |[Th|ly|[fllp < sup [|Allg[lf]lp = [1f]lp- (32)
[[h]lgr=1 [|]]gr=1
En combinant bout a bout (29), (30), (31) et (32), on termine la preuve.
Troisiéme cas : p = q.
Il s’agit de montrer que 7T}, est contractive, ce qui a déja été prouvé en proposition 15.
Quatriéme et dernier cas : p < 2 < g.
D’aprés le deuxiéme cas,
VfeRELL T < . 33
f L f = [1.f1l2 (33)
D’aprés le premier cas,
v e ROV T o f|| < 1Sl (34)
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—1
pil. Par la propriété de semi groupe,

q_

On rappelle qu’est fixé p =

Tpf:T\/Z%Tf:TﬁT\/pjf

Ainsi, par (33) et (34)
1Tl < ||Tuz=ef||, < 161l

Remarque 21. C’est ici qu’on voit bien le rapport entre semi-groupe d’opérateurs et hypercontracti-
vité qu’on avait évoqué a l'introduction de I’hypercontractivité.

0

4.1.2 Preuve pour n quelconque

Preuve. [Théoréme d’hypercontractivité version finale|

On va montrer le cas général (n quelconque) par récurrence. L’initialisation est réalisée au cas
n = 1. On suppose maintenant que n > 2 vérifie le théoréme d’hypercontractivité sur le cube discret
{—1,1}""L. Montrons que ce théoréme est vrai sur le cube discret {—1,1}". Soit f : {—1,1}" — R.

Pour arriver a une relation de récurrence, quand = = (x1,...,z,) désignera par la suite un
vecteur de {—1,1}" ou une variable aléatoire de loi uniforme sur {—1,1}", on notera x = (2, z,,) ot

' = (x1,...,2p-1) et z, sont indépendantes.

| Tp 117 = Eonon, [|Tpf ()]7]
=Eanonr [Eapmo [|Tpf (2!, 20)]7]] - (35)
Remarque 22. A partir de maintenant, jusqu’a la fin de le preuve, on allégera les notations. 2’ et x,,

suivent une loi uniforme mais ¢a ne sera plus précisé. On précisera aussi en indice des normes sous
quelle variable on somme.

1 1
Utilisons l'inégalité de HOLDER avec les exposants conjugués 4 + —— =1
¢ pq
/ / q2 % B % / 1
By [Ea, [T5f(2',@0)|"]] < Eor |Eo, |[Tf(,20)|" | B, 1755 | 7 | = B [Eq, [IT,f (', 0)7)7 |
(36)
Alors en combinant (35) et (36), on obtient
, p LM
1T flle < Eor |Eo, (1,4 2a)l7] 7] (37)

Rappelons maintenant que pour tout x = (x1,...,x,) € {—1,1}",

ou E,f est le n-iéme opérateur d’espérance et Dy f est le n-iéme opérateur de dérivation dicréte,
introduits en 3.2. Ces deux opérateurs ne dépendant pas de la n-iéme coordonneé, on note Ej, f et
D,, f leurs restrictions aux n — 1 premiéres coordonnées. On note également T}, I'opérateur de bruit
de paramétre p sur le cube discret {—1,1}"~1. Alors pour z = (2/,z,) € {-1,1}",

f(@) = 2uDuf(2) + Epf(2) = 2uDn f(2) + Enf(2') (38)
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Montrons ensuite que

a11/q 271/p
By (v, (T4 2] < B, [ [T, 50 298] (39)
Admettons momentanément ce résultat. Alors avec (37) et (39), on obtient que
r1/p
1T fllg < By [Ber [T, f ()] 7]
On utilise ensuite (38),
, p71/p —~ — — L 1/p
Egcn [Ex’ “Tpf(x 7xn)|q] q] = Emn [Ex’ |:‘Tp (annf + Enf) ’q:| :| . (40)
Par hypothése de récurrence, if’; est hypercontractif. Donc, pour z,, € {—1, 1},
q,T DT
Et donc,
— . 271/p . i L i 1
o | (15 (00D 4 B ) 1] = [T (enDnd 4 B[] < B ||fenDr + B[
q,T DT
1
— — p1/p\ P> — — p1/p
:&J@fthwwamw} )]:&ﬂfhwgwwam@]

Ainsi, d’aprés (38),
N . p11/p
B, B [T (wnDf + B27) 1| <107 (41)

Il suffit ensuite de combiner (37), (39), (40) et (41) bout a bout pour conclure que 7T}, est hypercon-
tractif :

oA Mlg < 11f1lp-

Pour cloturer la preuve, montrons (39). On va se servir d’un lemme :

Lemme 3. Pourr >1etg:{-1,1}" — R,

1/r

By [[Ea, [o',2)]] " < By [Earllgle’, 2) P17

Preuve. En effet,

Sim

1/r

j. (42)

7‘:|1
T

= E,, [Exllg(a’,@a)"] . (43)

B B o' o) ] =B || ot 1) + ot 1)

|

On utilise ensuite I'inégalité de MINKOWSKI :
1

1
+ Ex’ H2g($,’ _1)

rt )
<E.||Zg(z' 1
5 5 ] < xHQQ(CE,)

E. ng«c’, 1)+ Sg(a!, 1)
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Et donc, en combinant (42) et (43), on prouve bien le lemme. O

Comme g > p > 1, alors ki > 1. Appliquons le lemme & r = 9 ot a g= Tpf% =T, f?. On obtient
p p

E, [Exn [Tpf(x/,xn)ﬂ ]1 <E,, [u-«:x, HTpf(x’,xn)r% ]1]

C’est-a-dire :

By [[Ee, [T, £/, 20" \%F <E, [Eo [|T,f ()] 7]
1

Ou encore, en passant & la puissance ;o ona bien montré (39).
O

Proposition 16. Soient p € [0,1] et 1 < p < g < +00. On suppose que T, est (p,q) hypercontractif.
Alors :

1'pS ]);1
Vag—1

2. Pour tout 0 < p < p, T,y est (p,q) hypercontractif.

Preuve.

1) Soit f : x € {—=1,1}" +— 1+ bx1, ou |b] < 1 de sorte que f soit a valeurs positives. Tout
d’abord, T, f = Z f‘(S)p'S‘wS = 1+ pbwy, et ainsi,
SCln]

1/q

1
[ Tpfllg = ExwanHTpf(xﬂq]l/q = Z 27L|1 + pbxq|?
ze{-1,1}"

Or, il y a autant de vecteurs de {—1,1}" qui commencent par 1 que par —1 (il y en a 2"71), donc

1+ pb)? (1= pb)2\ /9
I7uflly = (U0 4 G520

B (1 + qpb + 7‘1((12_1)/)21)2 + o(b?) N 1 —gpb+ 7q(q;1)p2b2 + o(b2)> Ha

2 2

b—0

-1 1/q -1
= (1 + aa—1) )p2b2 + 0(b2)> -1+ 5 p*b? + o(b%).

De méme,
1l = 1+ 222 o).
LN 2
Or T}, est hypercontractive donc
T fllg < [1f1lp-

I17,1a =1 _ 17l =1

et ainsi, en passant a la limite [b — 0] dans 'inégalité 2 < A

, on obtient
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ce qui est I'inégalité souhaitée.

2) Le shéma de preuve est similaire a celui de la preuve théoréme d’hypercontractivité. On va
d’abord prouver le cas n = 1 puis remonter & n quelconque par le méme argument.
On utilise I’équivalence évoquée en remarque 18. Soit donc = une variable aléatoire de loi uniforme
sur {—1,1}. Montrons d’abord que z est (g, q,0)-hypercontractive. En vertue de la remarque 19, ne
montrons que le cas a = 1, b € R. Soit donc b € R. Comme E[z] = 0,

[11+0bz||l; = |[1]|g =1 =1+ bE[z] = E[1 + bx] < E[|1 + bx|]. (44)
Or, par I'inégalité de JENSEN, comme g > 1, alors,
E[[1+ bz[]? < E[|1 + bz|?] = [|1 + bx||] (45)
Alors en combinant(44) et (45), on trouve donc que
|11+ 0bzllg < |[1 + b|lq,

ce qui prouve que z est (g, ¢,0)-hypercontractive. Montrons ensuite que z est (g, q, p’) hypercontrac-
tive pour tout 0 < p’ < 1. En vertue de la remarque 19, ne montrons que le cas a € R, b = 1. Soit
a€R. Pour 0 <p <1,

la =+ pally = 111 = p)a+ pla+ DIy < 11 = plla] + plla+ allg = (1 = p)lal + plla + 2l
Comme z est (g, q,0)-hypercontractive, alors
lal = llallq < lla+xlq

Donc
la+ pz|lg < (1= p)lla+zl|lq + plla+z[lg = [la + zlq

Donc z est (q, q, p’)-hypercontractive.

Montrons enfin que x est (p, ¢, p’)-hypercontractive pour tout 0 < p’ < p (on rappelle que p est fixé

tel que z est (p, ¢, p)-hypercontractive). On peut supposer que p # 0. On vient de prouver que x est
/

<q, q, r -hypercontractive, donc pour tous a,b € R,
p

P
a+ =bx|| <l|la+ bzxl|,
P g
C’est-a-dire,
llpa + p'bzllq < [lpa + pbx|lq- (46)
Or, x étant (p, ¢, p)-hypercontractive, alors,
loa + pbzl, < llpa + ball, (47)

Comme a — pa est bijective, (46) et (47) aboutissent a la (p, ¢, p’)-hypercontractivité de z.
La suite de la preuve est la méme que celle de ’hérédité pour le théoréme d’hypercontractivité donc
elle n’est pas présentée ici mais il suffit de se reporter au paragraphe 4.1.2 en remplagant p par p’. O
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4.2 Conséquences de I’hypercontractivité

On peut maintenant obtenir certains résultats sur les fonctions booléennes. On peut énoncer 1'in-
égalité de BONAMI-BECKNER. Si l'inégalité de HOLDER explique que les normes LP sont croissantes,
cette inégalité permet d’obtenir 'autre sens.

Théoréme 9 (Inégalités de BONAMI-BECKNER). Soit f : {~1,1}" — R de degré au plus d €
{0,...,n} : c’est a dire que pour S C [n], si |S| > d, alors f(S) = 0. Alors

1. Pour tout q > 2,
d
Al < Vg =112 (48)
2. Pour tout 1 <p <2,

1
1£ll2 < ﬁllﬂlp- (49)

Remarque 23. On peut étendre la définition de T, pour tout p € R, il suffit de poser pour p ¢ [0, 1]
ot feREW T, f = 3" oISl F(S)uw

SC|n]

Preuve. On peut supposer f # 0.

1) Soit ¢ > 2. Alors, en utilisant la propriété de semi-groupe et la (2,q)-hypercontractivité,
2 _ 2 _ 2 2
171l = 1T f 1y = IT_o T g fllg < [ITq=xfll2: (50)

Or, comme introduit dans la remarque 23 et comme f est de degré au plus d,

n d
Tya=if =Y. Vi- 17 f(Syws = > V- 1= = > Va- 1=+,
k=0 k=0

SC|n]
Alors,
d d d
T3 =3 (Va—17) Wh) < 3 - D'WH() = (0 - D S WhE) = (a - D17
k=0 k=0 k=0

(51)
On conclut en combinant (50) et (51).

2) Soit 1 < p < 2. Alors si 'on note p’ son exposant de HOLDER conjugué, p’ > 2 et on vérifie

donc (d’aprés 1) que
d
A1l < Vo' = 1 f]l2-
Orp =1 + o1 7 donc

1flly < Jp%dufuz. (52)

Ensuite, par I'inégalité de HOLDER et U'inégalité (52),

1B = 45 ) < sl < @;ﬁ\fump.

On conclut en divisant par || f]|2. O

En particulier, on peut facilement prouver I'inégalité de KHINTCHINE, qui a de nombreuses applica-
tions, par exemple en théorie des séries aléatoires.
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Théoréme 10 (Inégalité de KHINTCHINE). Soient x1,...,xy des variables aléatoires de Rademacher
indépendantes, alors pour tout p > 1, il existe G, D, > 0 tels que, pour tous ar,...,an € R,

N N N
Gp E apr|| < E aprr|| < Dy E agTi||
k=0 9 k=0 » k=0 9
ou encore,
N N N
2 2
G, E ay < E arxi|| < D, E ay.
k=0 k=0 p k=0

Remarque 24. Comme 1’étude de nos fonctions se fait en dimension finie, I’équivalence des normes
est déja acquise. Ce résultat n’est pas un résultat d’équivalence des normes, c’est un résultat plus
fort car les constantes & gauche et a droite ne dépendent pas de n.

Preuve. Cas p > 2 : Soit f € RI=L1" de degré au plus 1 et d’espérance nulle. Par croissance des
normes LP et par l'inégalité (48),

2 < 1[f1lp < vp = H[f]2-

Cas 1 < p<2: Soit f € RI-LI" de degré au plus 1 et d’espérance nulle. Par croissance des
normes LP et par l'inégalité (49),

Ve =1Ifll2 < [Ifllp < [Ifll2-

On obtient directement I'inégalité voulue. O

4.3 Théoréme FKN : fonctions dont la transformée se concentre sur les deux
premiers niveaux et stabilité du théoréme de ARROW

L’idée de cette section est la suivante : si une fonction booléenne a ses coefficients de FOURIER
concentrés sur les deux premiers niveaux (c’est-a-dire qu’elle est proche d’une fonction affine) alors
elle est proche d’une fonction affine d’une seule variable : c’est ce qui sera montré dans le lemme
4. Mais alors réciproquement, cette fonction affine d’une variable est proche de f qui est booléenne
(& valeurs dans {—1,1}), elle est donc "presque" booléenne. Or les seules fonctions affines d’une
variables booléennes sont les dictateurs ou les contre-dictateurs et les fonctions constantes d’aprés
la remarque 4. f est donc proche d’une fonction affine d’une variable qui est elle-méme proche d’un
dictateur ou d’une fonction constante. Ainsi f est proche d’un dictateur, ou d’un contre-dictateur,
ou d’une fonction constante égale & 1 ou —1. Le théoréme FKN rend concréte cette idée.

Théoréme 11 (Théoréme FKN [3]). I existe des constantes numériques K et K’ telles que : pour
tout 1 > & > 0, pour toute fonction f:{—1,1}" — {—1,1}, si Z f(S)? <6, alors
[S|>1

If —wil|3 < K6 pour un certain i € [n],
ou Hf—l-wZH% < K0 pour un certain i € [n],
ou [|f —1[[3 < K's,
ou ||f +1[[3 < K's.
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On va d’abord montrer un Lemme :
Lemme 4. Soit g : {—1,1}" — {—=1,1} avec E[g] = g(0) = 0. On suppose que

Y. g8’ =c

5Cn],|S|>1

ot g < % ~ 0.022. Alors il existe i € {1,...,n} tel que

4374
§(i)221—<1+137>5

. 4374
llg — gli)will; < <1 + 1_5> 2

— &

et

Preuve. Soit i € {1,...,n} fixé. Alors,

2
lg — g will3 = Yo Suws|| = D §(8)?
SCln], S#{i} 9 SC[n], S#{i}
= D g8+ )G9 => 507 -3 += (53)
[S1=15#{i} |S]>1 j=1

Or, par orthogonalité de ¢! = g=! (g()) = 0) et de ¢>', comme ¢~ + g”! = 1, alors
E[p?] =E[(s7' +¢°")°] =E[(s™)’| +E |(s"")"] +2E [s7'¢”"]
1\ 2 2
=E [(gfl) } +E {(g>1) } :
Or ¢ =1 donc E [gz] =1et
S —17\2 2

Zg(j)Q:E[(g 1) ] zl—E{(gM) } =1-c¢. (54)

j=1
Donc en combinant (53) et (54),

lg = gliywill3 =1 -3(i)* (55)

On pose h = (¢g7')% — 1. L’idée est que si g=' est "presque" & valeurs dans {—1,1}, ce qu'on

voudrait, alors h est proche de zéro. On va essayer de le mesurer : pour o > 0, on cherche a majorer
(|h(z)| > ). Soit donc v > 0 & déterminer. Or,

P
T~On
h = (921)2 1= (g—g>1)2 1 :gz _299>1 + (g>1)2 1 :g>1(g>1 —29).

Ainsi, pour z € {—1,1}", si |¢g7!(z) < %, alors

h@) <5 (5+2) = a<a16+8>
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«
Exigons a < 8, alors <1 et donc |h(z)| < a. Par passage au complémentaire, on obtient

P, (1h(@)] > @) < Prn, (J97'(@)] > 7).

On utilise maintenant 'inégalité de MARKOV :

waan <|g>1(x)\ > %) — waan (‘g>1(x)’2 > 042) < ]E[(g>)]

o
16 &
C’est-a-dire,
16¢e
Porna, (IR(2)] > a) < —5. (56)
Calculons la décomposition de FOURIER de h :
. 2
ZZ]\(])U}] — :—1+ZQ +2 Z wkwl.
=0 1<k<i<n
D’aprés (54), on obtient
h=-e+2 > Gk)gHwsw;. (57)
1<k<I<n
Et donc
E[p?]=c"+4 Y Gk)%0)° (58)
1<k<iI<n

On veut maintenant obtenir une majoration de cette espérance. L’idée suivante est de penser & utiliser
I'inégalité (48) de BONAMI-BECKNER, car la fonction h est de degré 2 comme g=! est de degré 1.
En invoquant le cas p = 4 érigé au carré, on obtient

E[h4] <9 x E [h?]. (59)
On va utiliser la majoration (56). Onnote p := P (|h(x)| > «). Par la formule de ’espérance totale,
XT~On
E [h?] = (1 - p)E [R*| h* < o] + pE [A?| h? > o]
1
1—pla”+px <]E [h21h2>a2]>
p

(1-p)
< (1-p)’
< (1=p)a? + E [ 1250212502
< (1-p)?
<(1-p)

1—p)a®+ VE R\ E [132542]
1 —p)a? + /pVE [h4].

On emploie alors (59) et

On se sert également de (56) :
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Et ainsi, en supposant « # 364/z,

E, [h(z)?] < i

< ——. (60)
1-36%

3
« 2a — 1084/¢
On cherche maintenant & minimiser en « cette quantité : « — ————— se dérive en o — a27\/;_

a —36y/E (o — 361/2)
On prend donc o = 544/¢. On rajoute en particulier 'hypothése que 54/ < 8, i.e e < % ~ 0.022.
L’inégalité (60) optimisée est donc

E, [h(z)?] < 8748e. (61)
En combinant (58) et (61),
8748 — &2
3 g% < # < 2187 (62)

1<k<I<n

Décidons que i est tel que §(i)? = I{nax }ﬁ(j)Z. D’apres (54),
7je{1,....n

2
1=o?= (D 90| =>_a*+2 > §k)?*%0)?
Jj=0 Jj=0 1<k<I<n

donc

1<k<i<n Jj=0

En prenant en compte (62), on obtient

G(1)%(1 —e) +4374e > (1 — £)?

C’est-a-dire : 1374
gy >1- (1 + > € (63)
1—-¢
En combinant ce résultat avec (55), on obtient
e 4374
I - il < (14 72 ) e (64)

g

Remarque 25. On a alors prouvé dans (63) qu’il existe un ¢ € [n] tel que |g(7)| est proche de 1 a O(e)
prés. Dans (64) on prouve que g est alors proche de g(i)w; a O(g) prés, donc en combinant ces deux
idées, selon le signe de g(i), on comprend que g est proche a O(g) prés d'un dictateur w; ou d’un
contre dictateur —w;.
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L’idée maintenant est d’associer & f une fonction d’espérance nulle mais conservant les coefficients
de FOURIER de f. Concrétement, on va définir une fonction sur {—1,1}"*! qui va décaler I’espérance
de f sur une fonction de WALSH-FOURIER de coefficient 1. Ceci est expliqué dans le lemme suivant :

Lemme 5. Soit f : {—1,1}" — {—1,1}. Soit g : {-1,1}""1 — {—1,1} telle que pour tous
x e {-1,1}" et zp41 € {—1,1}, g(x, xpn+1) = Tpt1f(@Tnt1 - x). Alors la décomposition de FOURIER
de g est la suivante :

9= > fOwsupmeny+ D>, F(Sws.

SCln], |S| pair SC|n], |S| impair

On vérifie bien en particulier que E[g] = 0.

Preuve. Soient x € {—1,1}" et xp41 € {—1,1}. Alors,

€S

9(x, Tpt1) = Tpg1 f(Tpg1 - ) = T Z 7(S) (H $n+1$i> = F(S)wns1 ¥ wg ()
SCln] SCln]

— F(9)zpi1ws(z) + F(S)ws(x).
SC[n], |S| pair SC[n], |S|impair

On va maintenant achever la preuve du théoréme FKN.

Preuve. [Du théoréme FKN]| Soit f : {—1,1}" — {—1,1}. Soit g : {-1,1}"*! — {—1,1} comme

introduite dans le lemme 5. Posons C; =1 + 17%7/%29 = 31??259 /2 4473.
Soit € = Z £(S)2, alors d’aprés le lemme 5, & = Z G(9)% et d’aprés le lemme 4, si e < %, alors
IS1>1 [S|>1
il existe i € [n + 1] tel que
§()*>1-Cie

et

lg = g(i)will5 < Cue. (65)
Quitte & augmenter la constante, on pose C' = max {C’l, W} de sorte que si 16/% <e <1, alors
Ame>1etdone Ce>1= Y f(8)° > F(5)? = |lg — g(i)will3.

SC[n] S#i

Ainsi il existe une constante numérique C' telle que si e < 1,

lg = gliywill; < Ce. (66)
De méme,

Ggn+1)2>1-Ce (67)

On va ensuite réfléchir & propos de la valeur de i. En Uoccurence, si i = n+1, c’est que |f(0)] > |f(4)]

~ ~

pour tout j € [n]. Si i < n, c’est que pour ce certain i, |f(i)| > |f(0)].

35



Premier Cas : i =n + 1.
Dans ce cas,

2
llg — wnsall3 = ||(F(®) = Dwnis + > F(S)wsifminy + Yoo H(Sws
SC|n], |S|£0 pair SC[n], |S| impair 2
~ 2 ~
=(foy-1)+ X Fsr=lr-1l3 (68)
SCln], S#£0
et de méme,

g + wniall = [1f + 113 (69)

On utilise (67) :
gn+1)2>1-Ce.

on suppose donc pour le moment que c’est le cas.

cette quantité est positive pour ¢ < % ~ ﬁ,

Alors,

1>gn+1)>vV1—-Ce>1-Ce. (70)
On suppose que g(n + 1) > 0. Dans ce cas, g(n + 1) est proche de 1, donc on peut comprendre que
g va étre proche de wy,4+1. Par convexité de la norme,

llg — wn+1’|§ =lg —9(n + Dwny1 +g(n + Dwpq1 — wn+1||3
< 2|lg = G(n + Vw15 + 2[|g(n + Dwnt1 — wpiaf3
<Ce+(1-gn+1)2<Ce+(1—(1-Ce))?=Ce+ C?*2

Il existe donc une constante numérique K; > 0 telle que tant que € < %,
lg — wnsall3 < Kae.

On suppose maintenant que g(n + 1) < 0. Alors en adaptant (70) et (67) comme ci-dessus, on arrive
a
lg +wns1]3 < Ce + C2
donc la conclusion est la méme :
g + wnil3 < Kie.

Comme on I’a fait pour (66), on peut étendre ce résultat tout en utilisant (68) et (69), et en rappelant
que g(n+ 1) = f(0). I existe K’ > 0 une constante numérique telle que si f((}) > 0, alors

1f =15 < K'=.

~

et si f(0) <0, alors
If+1]13 < Ke.

Deuxiéme cas : i < n.
Le schéma de preuve est le méme que dans le premier cas. On arrive donc & la méme conclusion : il

~

existe une constante numérique K > 0 telle que si f(i) > 0, alors

1f —will3 < Ke

o~

et si f(i) <0, alors
|f +will3 < Ke.
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O
Ce théoréme permet en particulier d’apporter une version stabilisée ou quantitative du théoréme de
ARROW car on explique que quand il est presque stir d’avoir un vainqueur de CONDORCET, alors il
y a presque un dictateur.

Théoréme 12. Pour tout ¢ > 0 et toute régle de vote f équilibrée (d’espérance nulle) utilisée dans
un vote de CONDORCET entre trois candidats, si la probabilité d’avoir une issue incohérente est plus
petite que e, alors il existe i € [n] tel que

la probabilité que la personne élue soit différente du choix de w; est plus petite que Ke

ou la probabilité que la personne élue soit différente du choix de —w; est plus petite que Ke.

Preuve. Soit p la probabilité que I'issue soit cohérente. D’aprés le corollaire 1,
7T 2
< — 4+ =W/,
p<gt+gWisl
or par hypothése,
p Z 1 — &,

on obtient donc )

~

Or, W]+ f(0)? + W=2[f] = 1, donc on en déduit que

9
>2 i
W=l < g

~

Sachant que f(0)) = 0 (qui apporte seulement que f ne sera pas proche d’une fonction constante),
par le théoréme 11, il existe ¢ € [n] tel que :

9 9
If —willy < SKe 0w |If +willy < SKe ()

On suppose se placer dans le premier cas, on va maintenant exprimer Py, [f(x) # w;(z)]. Or comme
f et w; sont a valeurs dans {—1,1},

fud =g S flaul) = o )R T SR e

ze{-1,1}" ze{—-1,1}", f(z)=w;(x) ze{—-1,1}", f(z)Fw;(x)
= Pono, [f(2) = wi(2)] = Pono, [f(2) # wi2)] = 1 = 2Psrq, [f(2) # wi(x)].

Et,
Lf = wills = |1 F15 = 2(f, wi) + |[wi] |5 = 2(1 = (f,ws))

Donc,
1
Pono, [f(2) # wilz)] = ]If — wilf3.
Ainsi, quitte & modifier K, on obtient bien

Pro, [f(x) # wi(x)] < Ke.

De méme pour —w;. U
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