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Reéférence :
— [Gou0§], p. 317 et 327
Lecons :
— 120 - Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.
— 214 - Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples et applica-
tions.
— 215 - Applications différentiables définies sur un ouvert de R™ . Exemples et applications.
— 219 - Problémes d’extremums.
Prérequis :
— théoréme des fonctions implicites.

Proposition 1 (Extrema liés)
Soit U C R™ un ouvert.

Soient g1, ...,9, € CLU,R).

On consideére ’ensemble suivant :

D:={xelU|Vie]r], gi(x) =0}

On suppose que :
— fir admet un extremum relatif en a € I';
— la famille (dgi(a))1<i<r est libre dans (R™)*.
Alors il existe A\1,..., \ € R (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que :

df (a) = Z Aidg;(a)

DEMONSTRATION : On pose s := n—r et on identifie R™ au produit cartésien R® x R". On utilisera
de fait la notation (z,y) = (x1,...,%s,y1,...,Yyr) pour les éléments de R™. Posons également
(e, B) := a (via lidentification précitée). On rappelle que :

Yh € R™, Vi € [r], dg;(a)(h) Z %9 (o) + Z %9 ()

=1 Y =1 Yi
Comme la famille (dg;(a))1<i<r est libre, on a donc :
dg1 991 991 991
D, (a) ... Dz, (a) 9 (@) ... a0, (a)
rg(M)=r, ot M := € M, n(R)
dg. dg. dg. dg,
D (a) ... oz, (a) o (a) ... a0, (a)

Comme le rang de M est la taille de sa plus petite matrice sous—matrice carrée inversible, on peut
supposer, quitte & renuméroter les variables ! que :

det (8gi (a)) #0
0y; i,j€[r]

1. Un peu de foi que diable!



Ce qui peut se reformuler, en posant g := (g1,...,gr) par :

Dyg(a) est inversible

On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites a g au voisinage de a = («, ), obtenant
de facto l'existence de deux voisinages ouverts U’ € Vgrs(c) et © € V- (8) et d’une application
0= (¢1,---,0r) : U — R de classe C! telle que :

g(z,y) =0
rel ey =) (1)
y € Q

En d’autres termes, les éléments de I' N (U’ x Q) sont de la forme (x, p(z)). En particulier, on a
nécessairement § = ¢(«). Posons & présent :

h:U' - R
z = f(z,0(2))

Comme h(a) = f(a) et que Vo € U, (x,¢(x)) € T', h admet un extremum local en « (car f admet
un extremum local sur I' en a). De fait :

oh 0
Vie[s),0=5—-(a) = T(f@lﬂ)(a) ou = (Y1,...,¢n) s x> (2,0(x)) (ie ¢ = (idgs, @)
31/J of st
; S0 5 <a>+;a—yj<w<a>> L 0)
En remarquant que Vj € [s], % = 0;,j, que Vj € [r], ag;rj = % et que a = ¥(«) on obtient :
;) Op;j 0
Vil 3 sl@ge) + 5 =0 )

De plus, g o 9 est nulle sur &’ donc pour tout k € [n] c’est également le cas pour gi o 9, ergo (par
un calcul similaire) :

. _ Ogro 1/1 39k 8@] 9k~ _
viels, 0==p- Z ayj @) s (@) + 5,-(@) =0 (3)
On se donne la matrice suivante :
of of of of
@ @ i@ . i)
Wiy .. Wy By . B
a551 o a-,L's 5y1 o ayr
A= : . . . € Mr-i-l,n(R)
agr agr agT agT
L) 5@ ) G

D’aprés les relation (2 ) et ( 3 ) les s premicres colonnes de A sont combinaisons linéaires de ses r
derniéres, ergo rg(A) < r. Comme rg(A) = rg(*A), on en déduit que les r + 1 premicéres lignes de
A sont liées, i.e qu’il existe g, ..., 4 € R non tous nuls tels que :

podf (a) + Z pidgi(a

Or (dgi(a))ic[r est libre donc pg # 0 (car sinon tous les j; devraient I'étre). On obtient alors le
résultat en posant Ag :=1 et Vi € [r], \; := ey
Ho



Détails supplémentaires :
— Comme la famille (dg;(a))i1<i<, est libre dans (R™)*, il y a unicité des multiplicateurs de
Lagrange.
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