Théoreme taubérien fort de Hardy Littlewood.

Référence : Gourdon, Analyse.

Théoréme 1. (Hardy Littlewood)

1
Soit (a,) une suite de réels vérifiant a,, = O () en +oo, telle que la série entiere E anpx”
n
n>0
ait un rayon de convergence > 1, et sa somme F(z) vérifie 111{1 F(x) = s. Alors la série Y a,
z—

converge et vaut s.

Démonstration. On peut toujours supposer que s = 0 quitte a considérer ag — s comme premier
terme de la suite.
On introduit 'espace © défini par :

©=1¢0:]0,1] — R telle que g an0(z™) converge pour x € [0, 1], et linll g anf(z") =0
r—1_
n>0 n>0

Etape 1 : Démarche.

1

On introduit la fonction g : [0,1] — R définie par g(x) = 0si 0 < = < 3,

<z<l.

et g(x) = 1 si

1
2
Remarquons que 'on a z™ < % dés que n > —igéig (qui tend vers +oo lorsque x tend vers

N
1_). Si 'on appelle N, := L— i;‘g”, alors pour z € [0,1], Z ang(z") = Z ap. Ainsi, si nous
n>0 n=0
montrons que g € O, le théoréme sera démontré.
Etape 2 : XR[X]C ©.
Pour montrer ce résultat, il suffit de vérifier que chaque monéme X* (k > 1) est dans ©, puis
la linéarité permet de conclure pour n’importe quel polynéme nul en zéro.
Onaj) . -, a,x*™ qui converge car si x < 1, ¥ < x < 1. De plus, Y >0 anzt" = F(2), qui
tend bien vers 0 lorsque x tend vers 1_ (composition de limites). B
Etape 3 : Un lemme.
Pour tout polynéme P € R[X], on a :
1

(1—ux) Z 2"P(z") —— P(t)dt.

x—1_
n>0 0

L4 encore, il suffit de montrer ce résultat pour les monémes X*, k > 0.

(1—-2x) Z " = (1 - 1) Z(J;kﬂ)”

n>0 n>0
1
= (U-2)y——
_ 1
S T
1 1
qui tend vers P / t*dt, lorsque z tend vers 1. Par linéarité, c’est donc vrai pour tout
0

polyndme.



Etape 4 : Approximation par des polynomes.

Afin d’approcher g par des polynoémes (faisant intervenir du z et du 1 — x), on décide d’écrire
g sous la forme g(z) = x + z(1 — z)h(x), ce qui revient a considérer la fonction h(z) = g((?_g;

z(1—=z
Ainsi, h(z) = 25 si0<z<leth(z)=1sii<az<l

B
1Soit € > 0. On approche h par deux fonctions continues s; et s telles que s1 < h < s9 et
So — 81 < €. Puis d’apres le théoreme de Weierstrass, il existe deux polynémes T et Ts tels
qgle |T; — s;| < e (i=1,2). Posons alors Uy =Ty —c et Us =Ty + &.
Ainsi nous avons Uy < h < U, avec /1 U — Uy < Ce (C =5 mais peu importe la valeur,
0

c’est indépendant de ¢...).
Revenons a I'étude de g. Compte tenu de ce qui vient d’étre fait, on pose :

Pi(z) =2+ z(1 — z)Us(x),
Py(z) =2+ x(1 — x)Us(x),
Q) = =)
D’ou :
Py (0) = P,(0) =0,
Pl < g < Pg,
1 Q< Ce
0

Etape 5 : Conclusion.

Par hypothese, il existe M > 0 telle que a,, < % pour tout n. Soit x € [0, 1].

Yo ang(@™) = Y anPi(a™)| < D lan|(Py — Py (")

n>0 n>0 n>0

<My MQ(ﬁn).

n>0 "
Or,1—z2"=(1-2)1+z+..+2" 1) <nl-2x),dou:

Z ang(x™) — Z an Py (™) < M(1 —x) Z 2" Q(z™),

n>0 n>0 n>0

donc,

Z ang(z™)| < Z an Py (™) + M(1 —x) Z z"Q(x").

n>0 n>0 n>0

1
D’apres le lemme, le deuxiéme terme de cette somme tend vers M / Q(t)dt < CMe lorsque
0

x tend vers 1_, donc il existe 71 > 0 assez petit tel que Vz € [1 — ny, 1], on ait :

Zang(m”) < ZanPl(:r”) +2MCe.

n>0 n>0



Enfin, comme P; € O, (c.f. étape 2), le premier terme de la somme tend vers 0 lorsque = tend
vers 1_, donc il existe 172 > 0 assez petit tel que :

Ve e [1—mn9,1], ZanPl(:U") <e.
n>0
Finalement, il existe n = min(n1,72) > 0 tel que pour tout = € [1 —n, 1] :
Z ang(z™)| < (14+2MCQC)e,
n>0

ce qui achéve la démonstration puisque g est donc bien dans ©. O



