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1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’équation eikonale. C’est une équation aux dérivées par-
tielles non linéaire et un cas particulier des équations d’'Hamilton-Jacobi. On la retrouve dans
des problemes de propagation d’ondes, notamment en optique géométrique, car elle permet de
décrire le chemin pris par la lumiere dans un milieu. Sa résolution est aussi utile en traitement
d’images, on peut notamment faire de la segmentation d’'image avec, et\ou de la recherche de
géodésique minimale. Ces différentes utilisations nous poussent a trouver un algorithme pour
résoudre efficacement cette équation. Il existe plusieurs méthodes pour la résoudre comme les
méthodes AGSI et Fast-Marching. Nous allons ici nous concentrer sur la méthode Fast-Marching
car elle permet la résolution en ne passant qu'une fois sur chaque sommet.

2 Résolution avec la méthode de Fast-Marching

2.1 Présentation du probleme

Le but de ce travail est de décrire une méthode permettant de résoudre numériquement !’équation
eikonale en dimensions 2 et 3. Pour la suite posons m € {2,3}, Q2 une partie connexe bornée et
on aura besoin d'une métrique riemannienne. Dans cette étude on considere que cette métrique

riemannienne est juste une application . € C° (5, §,+n)
Le probléme est donc le suivant, on cherche une fonction u: Q — R vérifiant :

1)

”vu(z)llﬂ(zyl =1 size(,
u(z) =0 siz€o0Q

Cette équation est donc une équation aux dérivées partielles non linéaires et notre objectif est de
trouver une solution a ce probleme. Or, une des difficultés vient du fait qu’il n’existe pas toujours
une solution. Par exemple pour m =1 et Q = [0, 1], on se trouve avec le probléme suivant :

, B .
{ |f(x)|—1 sixeQ, ©)

fx)=0 si x € 0Q),

qui d’apres le théoreme de Rolle ne possede pas de solution (f’ doit s’annuler au moins une fois).
Ceci nous oblige a définir des solutions faibles du probleme (I).

Definition 2.1. (Solution de viscosité)
u € C%(Q) est une solution de viscosité de (1) si et seulement si :

1. Pour tout ¢ € C* (Q), si xo € Q est un maximum local de u — ¢ alors

VP o) | gy =10 3)
2. Pour tout ¢p € C® (Q), si xg € Q est un minimum local de u— ¢ alors

Vo0 |y 51 =120 4)

Si u vérifie seulement (respectivement (4)), alors u est une sous-solution (respectivement sur-
solution) de viscosité.

Pour avoir une étude détaillée des solutions de viscosité dans un cadre plus général on peut se réfé-
rer a ce cours (voir [1]). Mais ici seule cette définition nous intéresse car elle nous permet d’énoncer
le théoréme suivant, que ’on peut retrouver dans [2].



Théoreme 2.1. (Existence et unicité de la solution de viscosité)
Il existe une et une seule solution de viscosité du probleme (1). En notant u cette solution alors elle
est donnée par la formule de Hopf-Lax :

VxeQ, u(x)= (6(x, 1), (5)

inf
y€0Q

1 _—
§(x,y) = inf{fo 1€" O ey A 1€ €Cpn(Q) et é(0) = x, E(1) = y}-

C’est donc cette solution que nous allons devoir calculer numériquement. Le but de ce travail
n’'étant pas I’étude des solutions nous ne détaillerons pas plus ce théoréme. Par contre, nous pou-
vons remarquer que u(x) est simplement la longueur du plus court chemin reliant x a 0.

2.2 Discrétisation du probleme

La résolution se passe sur un espace discrétisé, c’est a dire qu’on considere qu'un nombre fini de
points dans Q que 'on notera Z. Dans cet espace lorsque nous parlerons de simplexe nous dési-
gnerons les triangles en dimension 2 et tétraédres en dimension 3 dont les sommets appartiennent
a Z et tel qu’il n'existe pas de points de Z qui se trouve dans son intérieure.

Pour la résolution, on va s’inspirer de 1’algorithme de Dijkstra et du principe de variation locale.
C’est a dire si, on considere x € Q et V(x) un voisinage assez petit de x alors si’on connait u sur
0V (x) on peut calculer u(x) grace a la formule :

= inf 5(x, ). 6
u(x) yeg‘l/(x){u(yH x, n} (6)

FIGURE 1 - Principe de variation locale

Et dans le cas ol1 V(x) est assez petit on peut approcher §(x, y) par || x - y||_, - Ceci va nous per-
mettre de définir I'opérateur de Hopf-Lax :

A= it =y g +uo)

X)

Dans le cas discrétisé, V(x) correspond au polygone créé par tous les points voisins de x et on
utilise une interpolation linéaire pour approcher la valeur de u sur 0V (x). Ainsi 'opérateur de
Hopf-Lax discrétisé devient :

A= min {lx= Yl + v u)} @)

4



ol Iy estl'interpolation linéaire sur V. Par exemple en dimension 2, V' (x) correspond au polygone
suivant :

RN
ST

PN

FIGURE 2 - Voisinage en dimension 2

En notant T'(x) I'’ensemble des simplexes de V(x) dont x est un sommetona:

A(u)(x) = min { min [|(1-s)a+ sbll_ 4 + (1 =s)ula) + su(b) | (x,a, b) étant les sommets de T
TeT(x) | s€[0,1]
8)

Et en dimension 3, les simplexes sont sous la forme d'un tétraédre, en posant 7 € T(x) on définit
B:(x) le triangle du tétraedre dont x n’est pas un des sommets, on a donc:

FIGURE 3 - Simplexe en dimension 3

Et'opérateur discrétisé de Hopf-Lax est le suivant pour m =3:

Aux:minmin{x— +1 u } 9
(W= min min =yl s * B o () )
ou Ip, (yu(y) est une interpolation linéaire en fonction des valeurs prises par u sur les sommets
du triangle B;(x). De maniere générale, on pose ¢¥(x) pour m € {2,3} de telle maniere a ce que
A(u)(x) = min @¥(x).
() (x) TeT(x)(pT( )
Finalement notre objectif est donc de résoudre le probléme de point fixe suivant :
uz)=Au)(z) size ZnQ
u(z)=0 size Z\Q
On va maintenant montrer avec quelles conditions sur A on va pouvoir résoudre ce probleme de
point fixe grace a la méthode de Fast-Marching.

(10)



2.3 Présentation théorique de I'algorithme Fast-Marching

Dans cette sous-section notons X un ensemble fini, U € % := |—o0o,00]*X et I' : % «— % une fonc-
tion. Le but est de résoudre :
ro)=U. 1n

Cette étude se base sur ’annexe B du travail [3] de Jeam-Marie Mirebeau.
On introduit aussi les notations suivantes :

— Pour U,V €% onnote U < V sipour tout x € X, U(x) < V(x).

— Pour U € % et A € [—00, +00] on définit U<* € % par :

U<t — Ux) siU(x) <A,
" | +o0 sinon,

de méme pour U=,
— Pour U € % et Ac X on définit U* € % par:

UA = U(x) sixeA,
“ | +o0 sinon.

Nous pouvons maintenant définir certaines propriétés de 'opérateur I'.

Definition 2.2. (Monotonie et causalité)
X est un ensemble fini, U = ]—oo, oo]X et on considere une fonctionT : %% — . Elle est dite

1. Monotone, si pour tout U,V € % telleque U <V alorsT(U) <T'(V).
2. Causale, si pour tout U,V € U et A € ]—o0,00] tel que U* = V<A alors TU)=* = (TV)=A

On peut donc énoncer le théoreme suivant qui nous dit simplement que si I' est monotone et
causale alors on peut résoudre (11I) en seulement | X| itérations.

Théoreme 2.2. (Fast-Marching)
On suppose I monotone et causale. On pose N = |X|, Ay = @ et Uy € % la fonction qui prend la
valeur +oo sur X. Pour1 <i < N+ 1, on définit :

1 U=t (U,

2. A; = A;_1U{x;} ot x; minimise U; sur X\ A;_;.
Alors TUy = Uy. De plus UiAJr"1 = UiA" pour0<i<N.

Démonstration. Soit Ao = —ooet A; = U;(x;) pour1 <i < N.
Dans un premier temps nous allons montrer par récurrence sur i € [0; N] la propriété :

Pi: U

i+1

— US/li

i

etAd; <Ais1. (12)

Pour i = 0, alors Uffl"
forcément 1g < 1.
Pour i [0; N —1] on suppose vrai P; pour j < i et on veut montrer P;;. Nous allons commencer

<A; . . . N
et U; ™ sont identiquement égales a +oo sur X, et comme Ay = —o0, on a

i-1
— Six € A;_; alors il existe j < i—1 tel que x; = x et donc Uj(x) = A;. Or par hypothese de
récurrence Aj<Ajy<---< Ay etdeplus U].SA" == Uis_/llj = Ul.ﬁj. Donc U;_;(x) =
Ui(x) = A; etdonc

<A <A . 1s -
par montrer que (U l.Al) = (UAH) , pour cela on considére x € X et on distingue deux cas :

(Uf“")di (x) = (U{qfil)di (x) = { i]oo :IIAO]I: "
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— Six¢ A;_1,alors U;(x) < A; par définition de A; (2) donc

(U.A")di (x) = (UAH)di (X) = +00

i i—1

. A <A; A <A; .. .
On a donc bien (Ui ‘) = (Ul._’f) , par causalité de I', on obtient :

i+1

(rUiAi)SA" = (ru{*j;l)g" donc UZA = U= parf1}

Par I'absurde supposons A;+; < A; on a alors Uj(x;4+1) = Uiﬂ"(xiﬂ) = Ul.sfl" (Xj41) = Ajiz1 < A; =
U;j(x;). Or x; minimise U; sur X\ A;_; et x;41 € \A; € \A;_;. Ainsi par I'absurde 1; < A;4; eton a
démontré la propriété P; ;.

A

Ainsi U; prend les valeurs {1; < --- < A;} sur A; et donc UiA-l—[l =U;" car Ul.i’ll" = Uis’l". Aveci =N

comme Ay = X on obtient Uy = Uy, =T'Uyp. O

Dans le cas ou I' est seulement monotone, on peut quand méme calculer numériquement la solu-
tion de grace a la méthode de Gauss-Seidel. On retrouve ce résultat dans I'annexe B de [3].

Le but maintenant va étre d’étudier 'opérateur discrétisé de Hopf-Lax, pour trouver a quelles
conditions il vérifie la définition[2.2]

2.4 FEtude de l'opérateur discrétisé de Hopf-Lax sur une discrétisation quel-
conque

On commence en se placant en dimension 2 et, comme on I'a vu, I'opérateur de Hopf-Lax devient :

A(u)(x) = min { min [[(1-s8)a+ sbll_y )+ 1A —s)u(a) + su(b) | (x,a, b) étant les sommets de T},
7eT(x) |s€[0,1]

ou V(x) correspond au polygone créé par tous les points voisins de x et T'(x) al’ensemble des sim-
plexes de V(x) dont x est un sommet.

On considére un point C de Z et on cherche a calculer :

p(C) = Srer[lérll] {10 =) A+ sBll_yc)+ (1 —s)u(A) + su(B)} (13)

ou T est un simplexe dont les sommets sont (A, B, C).
On peut considérer ce probleme géométriquement, pour cela on pose s* € [0, 1] tel que
@7(C) = A=) A+5"B| 40+ A=) u(A) + 5" u(B).

Ainsi en posant u(C) = (pLT‘(C) et en considérant u comme affine dans le triangle (A, B, C) on peut
tracer les équipotentielles de u et on obtient :

Equipotentielle u(C) Equipotentielle u(B)
Equipotentielle u(A)

(1-s)A+s'B

FIGURE 4 - Equipotentielles dans le triangle (A, B, C)



On peut remarquer que comme les valeurs extrémes possibles pour s sont 0 et 1, sil'angle ACB est
aigu ou droit les cas extrémes sont les suivants :

FIGURE 5 — Angle aigu et s* =0 FIGURE 6 — Angle aigu et s* =1
Ainsi pour un angle ACB aigu ou droit, on a la majoration ¢'(C) > max(u(A), u(B)).

FIGURE 7 — Angle obtus et s* =0 FIGURE 8 — Angle obtus et s* =1
On obtient qu’en dimension 2 que, si pour chaque simplexe T dont les sommets sont (A, B, C),
I'angle ACB est aigu ou droit pour {.|.)_s(c) alors pour C € Z il existe un simplexe T dont les som-
mets sont (A, B,C) et tel que :

A(w)(C) = p7(C) > max(u(A), u(B)). (14)

Dans le cas m = 3, les simplexes sont des tétraedres en imposant les mémes conditions, les angles
doivent étres aigus ou droits, on obtient la méme majoration. Pour le voir, il suffit de raisonner
dans le simplexe T qui réalise le minimum de

A@w)(©) = min yggy(lx){llx— Vot * Ieou},

et de considérer les triangles contenant le point y réalisant le deuxieme minimum.

Pour conclure pour m = {2,3} en imposant les conditions précédentes, pour tout C € Z il existe
un simplexe T dont les sommets sont (C, Ay, ..., Ay) ettel que:

Aw)(C€) = ¢7(C) > max u(A;) (15)

On va pouvoir montrer grace a ce résultat que sous ces conditions que I'opérateur A vérifie la
définition[2.2l

Théoréme 2.3. On suppose que tous les simplexes ont des angles aigus ou droits donc l'opérateur de
Hopf-Lax est causal et monotone.

Démonstration. Monotonie : Soit u, v € % tel que u < v. Pour C € Z et T un simplexe dont C est

un des sommets, comme u < v alors chT‘(C) < (p:’}(C), donc A(u) < A(v).

<A

Causalité : Soit u, v € % et A €] — 0o, +00], on suppose que u~" = v<*, Soit Ce Z et T un simplexe



telle que A(u)(C) = ¢7.(C).

Tout d’abord supposons que A(u)(C) < A, ainsi en notant (Ay, ..., A,) les autres sommets de 7 on
sait d’apres que max u(A;) < A or u=* = <4, ainsi on en déduit que pour tout 1 < i < m,
u(Ai) = v(A;).

Onadonc (pLT‘(C) = cp’%(C) quiimplique que A(v)(C) < A(u)(C) < A. Or par symétrie comme A(v)(C) <
A,ona A(v)(C) = A(u)(C), on a donc I'égalité

A)(C) = Aw)(C).

Et si A(u)(C) > A on a par contraposée de ce qu'on a montré, A(v)(C) > A et donc A(v)(C) =
A(u)(C) = 4+o0.
On a donc montré que (A(w)=* = (A(v)=A O

On peut donc donner I’algorithme pour résoudre le probleme (L0), en utilisant le principe du théo-

réeme[2.2.

Algorithm 1 Fast-Marching

Require: La valeur de la métrique .# (z) pour z€ Z N Q.
Ensure: Lafonction u: 7 — R.
1: Initialiser la fonction u avec +oo sur Z N {2 et 0 sinon.
2: Initialiser b: Z — {a traiter,accepté} en posant b(z) — a traiter pour tout z€ Z.
3: while Il existe y € Z tel que b(y) = a traiter. do
4:  Soit y un point a traiter qui minimise u, on pose b(y) — accepté.
5:  Pour tout x voisin de y tel que b(x) = a traiter, on calcule u(x) en posant u(x) —
min {u(x), A(u, x, b, y)}.
6: end while

ou A(d, x, b, y) est 'opérateur discrétisé de Hopf-Lax (7), ol1 ont ne considere les simplexes qui on
pour sommet y et dont les autres sommets sont acceptés.

Par rapport au théoreme A; correspond a I'ensemble des points considérés comme accepté
et U; la fonction u apres i passage dans la boucle while. Comme d’apres ce théoréme on sait que
U ;4+i1 = Ulfq" , il n’est pas nécessaire de calculer A(u) sur les sommets déja acceptés. De plus, le mi-
nimum A; = U;(x;) ne se trouve que dans les voisins directs de I'ensemble des points acceptés.
Ainsi a I'étape 5 on peut seulement calculer A(u) pour les points voisins ol1 on ne considére que

les simplexes qui ont les autres sommets acceptés.

A Minimum possible pour u

FIGURE 9 - Principe de l'algorithme



Au niveau de la complexité temporelle, on ne fait que N passages dans la boucle while. De plus
en utilisant un tas pour sauvegarder les points qui sont a traiter, il peut étre trié en O (In N), d’ou
une complexité globale pour cet algorithme en & (N1n N). De plus, d’apres le théoréme 11 dans
[2], nous avons la convergence de la solution calculée ici vers la solution de viscosité. Nous ne
détaillerons pas ce point ici, en effet j’ai fait le choix d’étudier le cas ou la métrique joue un role

plus important. Et nous démontrerons dans cette deuxiéme partie des résultats intermédiaires de
convergence.
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3 Algorithme Fast Marching avec une métrique fortement aniso-
tropique

L'étude précédente nous imposait une condition assez forte sur la discrétisation que I'on utilise
pour pouvoir résoudre le probléme efficacement avec la méthode de Fast-Marching. L objectif ici
va étre de trouver un moyen pour pouvoir toujours utiliser cette méthode méme si la métrique est
fortement anisotrope, pour réussir nous allons devoir prendre pour discrétisation un réseau. Cet
algorithme appelé FM-LBR (Fast-Marching and Lattice Base Reduction) a été développé dans cet
article [4] par Jean-Marie Mirebeau.

3.1 Principe del'algorithme

Comme précédemment, le but est de résoudre I'équation eikonale sur un domaine borné €, c’est
a dire résoudre le probleme suivant :

{ ||VD(Z)”M(Z)—1 =1 sizeQ 16)

D(2)=0 si z€0Q

Ainsi le probléme numérique a résoudre reste le méme, que 'on peut formuler sous cette forme,
ou I'inconnue a trouver est la fonction d, et Z représente I’ensemble des points pris en compte.

{ d(z)=Ad)(z) size ZNnQ (17)

d(z)=0 size Z\Q

et A(d,z) = Vyrgai‘?(z){”z— y|| Mt IV(Z)d(y)} est 'opérateur de Hopf-Lax et Iy est I'interpolation

linéaire sur V.

Or dans cette partie la métrique va jouer un role plus important, en effet le but étant de résoudre
ce systeme méme lorsque la métrique est fortement anisotrope. Pour quantifier cela, on va devoir
définir une grandeur importante, pour M € S}, on définit

k(M) =+/IMI|[M~'|= max 1l
lul=lvi=1 || vl

Comme pour I'algorithme de Fast-Marching[l} I'objectif est de résoudre le probleme en ne faisant
qu'un seul passage sur tous les sommets. La solution est de choisir plus intelligemment les voisins
a prendre en compte lors de la résolution de chaque sommet de maniere a ce que les simplexes
soient compatibles avec la métrique. Pour cela, le but va étre pour chaque sommet de sélectionner
les points autour de lui que I'on va prendre en compte comme ses voisins. L'algorithme est donc
tres similaire a[1} et est le suivant :

Algorithm 2 FM-LBR

Require: La valeur de la métrique .# (z) pour z€ Z N Q.
Ensure: Lafonctiond:Z — R.
Pour tout y € Z on construit le voisinage V (y) grace a . (y).
Etonpose V[yl={ze ZnQ,y e V(2)}.
Initialiser la fonction d avec +oo sur Z N Q et 0 sinon.
Initialiser b: Z — {a traiter,accepté} avec b(z) — a traiter.
while Il existe y € Z tel que b(y) =a traiter.do
Soit y un point a traiter qui minimise d, on pose b(y) — accepté.
Pour tout x € V[y], on calcule d(x) en posant d(x) < min{d(x), A(d, x, b, y)}.
end while

11



Ou A(d, x, b, y) est une modification de I'opérateur de Hopf-Lax ot I'on cherche le minimum sur
les faces de 0V (x) qui contiennent y et dont tous les sommets sont accepté.

Dans l'algorithme de la premiere partie, on prend en compte naivement les voisins pour chaque
x, ici nous devons étre plus précis pour que notre algorithme fonctionne encore méme avec des
métriques fortement anisotropiques. Le but dans la suite de ce travail va donc étre de détailler la
construction de ce voisinage et de ses propriétés.

Pour cela, nous allons restreindre I’étude dans le cas ot Z est une partie finie d'une grille carté-
sienne en dimension 2 ou 3. C’est a dire nous partons du réseau 2" (avec m = 2 ou m = 3) auquel
nous pouvons appliqué une rotation R, un changement d’échelle & > 0 et/ou un décalage grace a
¢ e R™. C’est a dire que nous pouvons écrire que :

ZchRE+Z™) :={hR(E+2) | z€ Z™}. (18)

Ainsi nous étudierons I'algorithme dans le cas ol1 Z ¢ Z™ et nous pourrons simplement résoudre
dans le cas plus général ou on a (18).

Mais pour commencer nous devons énoncer quelques résultats et définitions sur les réseaux. Nous
trouverons dans ce cours [5] une étude détaillée des réseaux, ici nous donnerons la définitions sui-
vante.

Definition 3.1. (Réseau)
Soite = (ey, ..., eny) une famille libre de vecteurs deR™, le réseau engendré par (ey, ..., ey,) est le sous
groupe:

L(e) ={z1e; +---+zy,ey | oUzy,..., 20, €Z}.

Lorsqu'on parle de 7™ on parle du réseau engendré par la base canonique de R™.

On peut donc légitimement se demander a quelles conditions deux familles de vecteurs engendrent
et le méme réseau. C’est I'objectif de la proposition suivante pour cela nous introduisons un en-
semble :

GL,(Z) = {M eM,,(Z) | AN € M,,,(Z), MN =1,,}.

Proposition 3.1. On note e = (ey,...,en), f = (fi,..., fm) deux familles libres de R™ et on note P =
Mate(fl,...,fm).
1. GL,,(Z) ={M eM,,,(Z2) | det(M) = +1}.

2. eet f engendrent le méme réseau si et seulement si P € GL,,(Z).

Démonstration. Tout d’abord soit M, N € M,,(Z) tel que MN = 1,, alors det(M)det(IN) = 1 or
det(M) det(N) € Z donc det(M) = +1.

Réciproquement on sait que M’ Co(M) = det(M)1,, or  Co(M) € M,,(Z) donc si det(M) = +1 on a
bien M~! = 'Co(M)det(M)~! € M,,,(Z).

Montrons l'autre point, dans un premier temps remarquons que les vecteurs de f appartiennent
a L(e) si et seulement si P € M;,(Z). De méme en notant Q = Mat¢(ey,..., ep), les vecteurs de e
appartiennent a L(f) si et seulement si Q € M,,(Z). Or on sait que QP =1, (e et f sont des bases
de R™), ainsi e et f engendrent le méme réseau si et seulement si P € GL,,(2). O

La derniere définition qu’il nous reste a donner est celle de cellule de Voronoi. Cela implique de
munir R? d’'une norme.

12



Definition 3.2. Soit M € S}, e une famille libre deR™ et L(e) le réseau engendré on définit la cellule
de Voronoi comme étant :

Vory(e) = {xeR? [ Vve L(e), Ix—vlly = Ixllu}.

C'est 'ensemble des vecteurs deR® qui sont plus proches de 0 que de n'importe quel autre vecteur du
réseau pour la norme |||l ps.

Nous pouvons donc maintenant nous intéresser a la construction des voisinages pour |'algorithme
FM-LBR (@).

3.2 Construction du voisinage

Pour construire V (x) I'objectif est de trouver 9 un maillage qui couvre |'origine est en accord avec
A (x) et de poser V(x) = x+ 9 . Comme on a vu dans la partie précédente pour que I’on puisse
résoudre le probleme de point fixe avec un seul passage sur chaque sommet, il faut que A
soit causale. Et donc, comme on I'a vu dans la premiere partie, ceci impose une condition sur les
angles des simplexes composant le maillage.

Definition 3.3. (M-maillage)

Soit M € S}, et T un maillage (ensemble fini de points de Z). Alors I est un M-maillage si et
seulement s’il couvre un voisinage de l'origine et pour tout simplexe T de 9 dont les sommets sont
vo,...,Upona:

1. vo =0 (quitte a intervertir les sommets)
2. (v1,...,vy) estune base de Z™ et|det(vy,..., ;)| =1.
3. Pourtoutl<i,j<m,ona{v;iMv;)=0.

Pour ce donner une idée voici un M-maillage calculé en dimension 2, en orange on retrouve la
boule unité pour la norme |||l :

FIGURE 10 — Maillage en dimension 2

Si le maillage respecte cette définition alors d’apres notre étude dans la partie précédente A sera
causale et on pourra résoudre (17) avec un seul passage sur chaque sommet.

Grace a la proposition suivante, on peut voir que si notre maillage ne vérifie pas |3} alors si k(M)
est assez petit il sera quand méme un M-maillage.
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Proposition 3.2. Soit 9 un maillage vériﬁant les conditions de la définition 3.3 sauf la condition
@ Alors pour M € S}, tel quex (M) <T'(J), T est un M-maillage et on définit :

1+y(T
I'a):= L oity(J ) = min (ul v) , avec u et v sommets commun non nul d’'un simplexe T
1-y(J) Tullllvll

Démonstration. On considére un maillage 9 et M € S}, vérifiant les conditions nécessaires, il
nous faut montrerl a1n51 on note T un simplexe de I et u, v deux de ces sommets.
o7 _ o~
Avec u' = ”u” etv = ”V” >2(1+)/(J )) et ||u v || =2(1-y@).
On suppose (u|Mv) <0 c'estadire |u'+v'|| < ||u' - V|, ainsi

[ =o'l w40l 14y
I — o' u+ 0%, 1-y(@)

K(M)? =

donc k(M) >T'(97), par contraposée on a le résultat voulu. O

Ce résultat nous montre que dans le cas d'une discrétisation par un réseau, si la métrique est fai-
blement anisotrope, la méthode déployée dans la premiére partie est suffisante pour la résolution
de I’équation.

La construction d'un M-maillage repose sur l'utilisation d’'une base particuliére qui est adaptée
aux propriétés géométriques de la métrique.

Definition 3.4. (Super-base)
Soit (ey,...,em) € (zmym+t (eg,...,em) est une super-base si et seulement si,
— eyg+--+ey=0,
— (eq,...,e,) estune base de Z™ et |det(ey,...,e;,)| = 1.
De plus, soit M € S}, alors (e, ..., en) est une super-base M -obtus si et seulement si c'est une super-
base et
V0<i,j<m,(e;/|Mej)=<O0.

Grace a une super-base M-obtus, on va pouvoir construire un M-maillage et c’est le résultat de la
prochaine proposition.

Proposition 3.3. (Construction d'un M-maillage)

Soit M€S;, et (ep,...,em) € Z™"™ ! yne super-base M -obtus.
k-1

Pour construire I (M) on prend tous les simplexes qui ont pour sommets ( ) eg(,-)) ou
i=0 O<k=m

0 € Sp+1. Alors I (M) est un M-maillage

Démonstration. On va commencer par prouver les propriétés sur les simplexes. Soit (vy,..., V)
k=1

les sommets d'un simplexe, ainsi il existe o € S;,+; telque pour0 < k< m, v = Y ey()-
i=0

On a bien,
— Vg = 0,
— |det(vg,...,v;,)| = |det(eg,...,en)| =1,
— enremarquant que pourtoutl </, k<m, vy =— gk e (j) (car eg+-+++ep, =0), on a donc
j=

(vi|Muvg) = Z Z(ea(z)|Meo(1)>>0
i=0j=k
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carpour0<1i,j<m, (e;/Me;j)<O0.

Il nous reste a montrer que ce maillage couvre un voisinage de 0. La preuve compléte se trouve
dans l'article [6], nous ne la dévelloperons pas ici, mais elle fait intervenir les simplexes de Khun
et leur générateur de kernel. O

Maintenant nous pouvons construire chaque voisinage a 1'étape 1 de l'algorithme FM-LBR (2).
Pour x € Z nous construisons 9 un .4 (x)-maillage et nous posons

Vx)=x+9. (19)

Dans le cas ol1 Z est décrit par (I8), alors 9~ est un R’ .4 (x) R-maillage et de prendre pour voisi-
nage
V(x)=x+hRT .

La problématique devient donc la recherche des super-base M-obtus pour la construction des M-
maillages, pour ca nous allons utiliser 1'algorithme de réduction décrit par Phong Q. Nguyen et
Damien Stehlé [6].

3.2.1 Construction d’'une super-base M-obtus

Avant d’étudier les algorithmes, nous allons étudier comment on construit une super-base M-
obtus, en partant d'une base M-réduite. Nous devons juste introduire une notation, pour by, ..., by €
R™, nous noterons

Z+---+bpZ=4{b1z1+- -+ brzi; z21,..., 2k € Z},

et si k = 0 alors la somme vaut {0} par convention. C’est simplement le réseau engendré par les
vecteurs (by,...,bg).

Une grande partie de 'étude reposera sur les bases M-réduites, 'idée étant de trouver la base
avec les vecteurs qui ont la plus petite norme possible.

Definition 3.5. (Base M -réduite)
Soientl <m<4, MeS;}, et (by,...,by) une base de Z™. (by,...,by,) est une base M-réduite si et
seulement si|det(by,...,by)| =1 et pourl < m<4,

by € argmin{llzlp;2€ Z"\(1Z + -+ + b 2)}.

L'idée derriere cette définition est de trouver les d vecteurs non colinéaires de plus petite norme.
Dans la littérature, lorsque M = I,, ces bases sont dites Minkowski réduite. Maintenant, I'objectif
est de montrer les premieres propriétés de ces bases pour pouvoir construire une super-base M-
obtus.

Proposition 3.4. Soit M €S}, et (by,...,by,) une base M -réduite alors pour tout1 < i < m,
I1Dill < x (M) et | billp < x (M) | b1l v (20)
Etpourze byZ+---+b;-1Z+bi11Z+---+ b, Z alors
2(bilM2)| < l|zl1%- D)

Pour prouver ce résultat nous devons d’abord rappeler quelque résultats importants sur les ma-
trices symétriques définies positives.

Proposition 3.5. Soit M € 8;1, pour x € R™, on a les résultats suivants :

L llxlay < IMIM2 )],
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2. M) = M el

Démonstration. On sait que M € S7,, on peut donc noter les valeurs propres de M, (11,...,1,,)
et supposer que 0 < 1; < --- < A,,. De plus on sait que M| = A,,, et d’aprés le théoréme spec-
tral il existe une base orthonormée de R% composée de vecteurs propres de M que I'on notera
(el)---yem)-

m
Soit x € R, on peut écrire x = Y_ u;e;, ainsi

i=0

113 = ¢xI M)

m

= Z Ai{x|Mej) quitte a modifier I’ordre, on peut supposer que Me; = A;e;
i=0

<A, {x|x)

2
< Anllxl,

or | M| = A, on a donc prouver le point

De plus on sait que M = OD'O ot B est la base canonique de R, O = Matg(ey, ..., en) € 0, (R) et
D = diag(Ay, ..., An). On peut donc poser vD = diag(y/A1, ..., v/An) et VM = 0v/D' O qui est donc
une matrice symétrique et de plus \/M2 = M.

Ainsi || x|l = || \/I\_/./x”, on a donc,

307wl = | M7 Vx| = | [Via] = i,

d’ot le point[2] O
Passons a la preuve de la proposition|3.4

Démonstration. On commence par montrer (20). Ainsisoit i € [1; m] etonnote (ey,...,ey,) labase
canonique de Z"™.
On sait qu'il existe j € [1; m] telque ej € byZ +---+ b;_1Z ainsi par la déﬁnition

Ibillar < |l ejl 5 < M| par[[|car |le;|| = 1.

Or

I1bill =\/{bilM~b;),,

< b; 32 || M~ b; ||]1\22 en appliquant Cauchy-Schwarz

<billp | M7 vz en appliquant le point[Z]

ainsi || b; || < x(M).

De plus comme b; € argmin{l|zlly;z€Z™\{0}}, on a ||by|| = 1 donc [Ibyll | M~
1By Ly k(M) = [ MIY2 = |1 bill -

Pour (21),onfixe ze ze b1Z+---+b; 1Z+bjs1Z+---+byZonaalors b;+z¢ biZ+---+b;_1Z car
(b1,...,by) est une base. De plus par la définition|3.5/on a

1||l/2 > 1 ainsi

1bilI5, < Ib; + zl13, = Ibi I3, + 12113, + 2 (bi I M2),
donc —2(b;|Mz) < ||z||§w. En faisant le méme calcul avec —z on obtient le résultat voulu. O

On peut maintenant construire une super-base M-obtus en dimensions 2 et 3 en partant d’'une
base M-réduite, c’est le but du prochain théoréme.
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Théoreme 3.1. (Construction d’'une super-base M -obtus)
Dimension 2 : Soit M € S; et (b1, by) une base M -réduite. Alors si {b1|Mb>) < 0 alors (—b1—b-, b1, by)
est une super-base M -obtus sinon (b, — b, —by, b2) est une super-base M -obtus.

Dimension 3 : Soit M € §§ et (b1, by, b3) une base M-réduite. Si {b1|Mb,) < 0 alors (—b; — by —
bs, by, b2, b3) est une super-base M -obtus sinon c’est (—b, — b3, —by, by, by + bs).

Démonstration. Dimension 2 : Quitte a multiplier b; par —1, on peut supposer que (b;|Mby) < 0.
On pose (e, 1, e2) = (—by — by, by, by) ainsi on a bien ey + e; + e2 = 0, et par la définition d'une base
M-réduite (déﬁnition on sait que (e, e2) est une base de 72 et |det(ey, e5)| = 1.

De plus par aveci=2etz=Dby,2(b,|Mby)| < b, II%/[ donc — (b1 |Mb») < |1by II%,I, de méme avec
i=letz=Dby, 2[{b1|Mby)| < ||b2||%4 donc — (b;|Mb,) < IIbgllfw.Ainsi

(e1lMeg) = (by|M — by — bp) = — | by 15, — (b1|Mb2) < 0

et
(ealMeg) = (ba|M — by — by) = — | b2 |15, — (b1 |Mb,) < 0.

Par ailleurs on sait que {e;|Me,) < 0, ainsi (ey, e1, e2) est une super-base M-obtus.

Dimension 3 : Permuter les vecteurs et\ou les multiplier par —1 cela ne change pas la valeur ab-
solue du déterminant ni le fait que les vecteurs forment une base de Z3. On peut donc supposer
que

[{b1IMb2)| < min{—(b1|Mbs),—(b2| M b3)}. (22)

Si (b1|Mby) <0, alors on pose (e, €1, €2, e3) = (—by; — ba — b3, by, by, b3). On a bien eg + e; + e, =0 et

(e1, €2, e3) est une base de Z3 avec |det(ey, ez, €3)| = 1.
De plus on sait par que (ez|Mes) = (bo|Mbs3) <0, (e;|Mes) = (b;|Mbs) <0 et

(Meyleg) = (Mb;|— by — by — bs)
= — b1 115, — (Mby|b2) — (Mb; | b3)

< —b1ll3;—2(Mb|bs) car — (Mb,|b,) < —(Mb; |bs) par
<0 car2|<b3|Mb1)IS||b1||ﬁ,I par (2I) avec i =3 et z = by.
De méme,

(Meyleg) = (Mby| — by — by — bs)
= — b2 13, — (MDby|by) — (Mb|bs)

< —Ibll5; — 2 (Mby|b3) car —(Mb; |by) < — (Mb;|bs) par
<0 car2|<b3|Mb2)|s||b2||ﬁ,I par (2I) avec i =3 et z = bs.

Et pour finir, dans le cas ou (Mbs|b,) < (M bs|by),

(Megsleg) = (Mbs| — by — b2 — b3)
= — b33, — (Mbs|by) — (Mbs|by)
< — b3l —2(Mbs|by)
<0 car2|<b2|Mb3)|s||b3||§w par (21) avec i =2 et z = bs.

Le méme raisonnement fonctionne si (Mbs|b;) > (Mbs|b,) en utilisant aveci=1etz=bs.

Dans le cas ol (b1|Mby) > 0, alors on pose (e, €1, €2, €3) = (—ba — b3, — by, by, by + b3). On remarque
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-1 0 1
qu’en notant B la base canonique de Z® on a Matg(e;, 3, e3) = Matg(by,bo,b3)| 0 1 0]. Ainsi
0 01

(e1, e, e3) est une base de Z3 et |det(e;, ez, e3)| = 1.
Nous avons aussi

(—by — b3I|Mby + bs) = — | b3ll3; — (ba| Mby) — (b3|Mb1) — (by| Mb3)

< — b3l — (b3IMby) — (b2| Mbs) car (bi|Mbz) >0
<0
On montre de la méme maniere,grace a , que les autres produits scalaires sont négatifs. O

Ainsi il nous reste juste a calculer numériquement les bases M-réduites en dimension 2 et 3. Pour
¢a nous allons utiliser les travaux de Phong Q. Nguyen et Damien Stehlé avec leur article [6] qui
traite de la réduction des bases des réseaux en petite dimension.

Théoreme 3.2. (Phong Q. Nguyen et Damien Stehlé [6])
Il existe un algorithme qui étant donné une matrice M € S;, (1 < m < 4), renvoie une base M -réduite
dez™.

Dans la suite nous allons détailler I'algorithme en dimension 2 et celui en dimension 3 pour prou-
ver ce résultat, en commencant par I’algorithme en dimension 2, I’algorithme de Lagrange.

3.2.2 FEtude delalgorithme de Lagrange

Lorsque I'on regarde la définition d’'une base M-réduite, on se rend compte qu’en dimension 2
cela revient a trouver les deux plus petits vecteurs (pour la norme |.| ;) du réseau qui sont non
colinéaires. Pour ce faire cet algorithme peut-étre vu comme une généralisation de 1'algorithme
d’Euclide mais en 2 dimensions.

Algorithm 3 Algorithme de Lagrange

Require: La base canonique (u,v) de Z* et M€ S;
Ensure: Une base M-réduite.
(U, v) —(v,—u
| {ulvym
Tul?,
while [[ully > [[vllp do
(u,v) — (v,—u)
(ulv)
lull3,

N =

/2 el /)

A

V—U0V-—

6: end while

ou pour x € R, | x] correspond a I’entier le plus proche de x.
Pour étudier cet algorithme nous allons d’abord montrer une caractérisation des bases M-réduites
en dimension 2.

Proposition 3.6. (Caractérisation en dimension 2)

Soit M € S'z* et (u, v) une base de 72 telle queldet(u,v)| = 1. (u, v) est une base M -réduite si et seule-
ment si elle vérifie

(ulv) pmr

oty
lull?,

|
lullpr < viip et lTp(v, Wl < 2 outy(v,u) = (23)
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Cette proposition nous explique pourquoi on cherche a approcher le projeté orthogonal de v sur
u a chaque opération, le but étant de diminuer le défaut d’orthogonalité des 2 vecteurs tout en
réduisant leur norme.

Pour la preuve de cette proposition nous allons montrer un lemme.

Lemme 1. Soit (u,v) une base vérifiant[23 alors en notant (u,v*) la base orthogonalisée avec le
principe de Gram-Schmidt on a la minoration :

3
o= 2 1ot

Démonstration. Onsaitque v =7 y(v, w)u+v*, de plus grace ala condition onaty(v,u)?llul?, <

lvi2 L 1.
TM. On en déduit,

3
v = Ivl3, - Tm (v, w? ullf, = 7! vll5,
dot [v* 1y = L1 vl O
On peut maintenant prouver la proposition (3.6

Démonstration. =: Soit (u, v) une base M-réduite alors par la déﬁnition lullar < llvllpg.
Raisonnons par I’absurde en supposant que |7p;(v, u)| > % et posons w = v — [Tp(v, u)] u. Ainsi
w#vetw¢uZ deplusona

Il 22l ps

lTpm(w, Wullpr =Ty, Wu— 7MW ully < <tm(v, u)u.
Or les projections orthogonales de w et v sur < u >1 sontles mémes ainsi | w| < ||v| ce qui contre-
dit la définition[3.5

<: Soit une base (u, v) vérifiant les conditions Pour prouver que cette base est M-réduite il
suffit de prendre (x, y) € Z?\(0,0) et de montrer qu'en posant w = xu+ yv on a ||wla = llvl s si
y#0et||lwly = llullp sinon.

Casl:y=0.

Alorscomme xe€ Z* ona |lwly =l ullps-

Cas2:|y|=2.

On peut écrire w = (x + yTp (v, w)u+ yv* ot (u, v*) est la base orthogonalisée grace au principe
de Gram-Schmidt avec comme produit scalaire {.|.) »;. On en déduit :

i = v o
24% w3, par le lemme[T|et car |y|=2
dot |wlly = vllm-
Cas3:y=+1.

Comme |Tp(v, w)| < % on en déduit {u|v) s = —% IIuII?VI.Ainsi

lwld, = luld; +2xy vy + ||y,

1
2 2 2 2 2
= x Nully, = 1xllully, + Tvls, car <u|U>M2—§IIuIIM ety=+1
> ||V||?V[ car xe Z.
Ainsi (i, v) est bien une base M-réduite. O
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On peut donc maintenant prouver que I’algorithme produit bien une base M-réduite.

Théoreme 3.3. .
Lalgorithme de Lagrange @ calcule une base M -réduite avec une complexité en© (1 +log v3 (K (M))).

Démonstration. La base canonique avec laquelle I'algorithme commence sera notée (i, vy) puis
les vecteurs a partir de la ligne 2 (u1,v;) et (u;, v;) apres i — 1 passages dans la boucle while.
Nous allons commencer par montrer par récurrence que pour tout i € N, (u;, v;) est une base
et |det(u;, v;)| =1.

Si i = 0 comme on part de la base canonique on a bien les résultats voulus et sinon pour i e Non a

0 -1
M iv1, Vi =M i, Vg .
at(yg,ve) (Uit1, Vis1) at(y,,vy) (Ui, Vi) (1 e Vi)])

(. )

eGL2(2)

Ainsi par récurrence (u;41, Vi+1) €st une base de déterminant +1.
En notant n le nombre total de passages dans la boucle on sait que ||u,+11lp < lVn+11ls €t

_ (Un+11Vn+1) M
[TM(WUns1, Uns )| = | ———————

2
lunsil2,

2

[T nm(Up, vi)] car Vi1 = [Tm(up, vl vy —uy

lvald,  llval3,
= [T pm(Un, V)1 = Tar(Un, i)l
1
< -.
2

Ainsi avec la proposition[3.6{on obtient que la base en sortie est M-réduite.

Maintenant, il nous reste a montrer que I’algorithme finit bien et de calculer sa complexité. Pour
cela, nous devons étudier plus précisément ce que fait 'algorithme. On se place a’étape 5 (on peut
considérer que les étapes 1 et 2 ne sont qu'une étape en plus de la boucle), on note x = |75, (v, u)] =

[—ﬂm)zM 1 et on distingue plusieurs cas.
M

Casx=0:
Alors [|[vllp = llull s car al’étape 4 on a échangé u et v, ainsi c’est la derniere opération et on sort
de la boucle.
Cas|l|=1:
— Silv—xullp; = llullp c’est la derniére opération.
— Sinon comme |x| =1, 0on a |lu—xvlly < llullp c’est a dire que u peut-étre "raccourci" avec
v, or dans l'algorithme u est I'ancien vecteur v c’est donc possible si et seulement si on est
al’étape 2.
Casl|x|=2:
On note comme précédemment v* la composante orthogonale de v par rapport a u pour le pro-
duit scalaire (.|.) 5, ainsi on peut écrire que v =7 (v, W) u+ v*.
De plus comme |x| = |[Tp(v, w)]| =2 on a |t (v, w)| = 3/2 ainsi,

1012, = 73 (o, wP ul, + | v* |2,
9
= 2l + v [y
or
lv—xuli, =||@m@w,w)-x) u+v* ”?\/1
= (v w) - 2 Nl + v,

1
SZ”””?\/[-’_”U*”?VI car x = [Ty (v, u)].
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On en conclut,
2 2 2
lvlly, =2 ully, + v —xully,.
Ainsisi [[ulla < lv — xullps c’estla derniére itération, 'algorithme se termine sinon || ul 3y > v — xullps
c’est a dire,
1wl = V3Ilv—xully.
Donc le produit des normes des deux vecteurs diminue d’un facteur v/3 a chaque itération, sauf a

la premiére ou a la derniere itération, ainsi comme il diminue strictement I’algorithme se termine.
De plus on peut donc majorer le nombre de passages dans la boucle while par :

@(1+log\/§(maX(||u||M,Ilv|IM))—logﬁ( Hzlgl{o}(”w”M)))»

we

ol (1, v) est la base canonique de Z2.
Or dans la preuve de la proposition on a montré que pour w € argmin{llzllM; ZE€E Zm\{O}} ona

lwlp = || M ||‘%, cestadire min (|wly)=|M™! ||‘%.
weZzZ2\{0}

. . . 1, N
De plus comme (u, v) est la base canonique on a la majoration max(|lullas, lvlla) < I M]l2 d’apres
la proposition 3.5 Ainsi, dans notre configuration on peut majorer le nombre d’itérations par :

O (1+log s (x (M))).
On a donc prouver la complexité voulue. O

Remarque 1. Cet algorithme est utilisé dans le cas général pour trouver la base minimale d’'un ré-
seau quelconque de dimension 2. Dans ce cas, on peut partir de n'importe quelle base du réseau avec
M leur matrice de Gram. Une base minimale étant une base ot les vecteurs sont les deux plus petits
du réseau non colinéaires, d’ou l'équivalence avec notre base M -réduite. C'est dans ce sens qu'il est
étudié dans l'article de Phong Q. Nguyen et Damien Stehlé [6].

On peut donc maintenant passer a I’étude de 'agorithme en dimension 3.

3.2.3 Présentation de I'algorithme en dimension 3

Le but est de généraliser I'algorithme de Lagrange mais la difficulté est qu’ici pour approcher le
projeté orthogonal il ne suffit pas d’arrondir a I’entier le plus proche chaque coefficient. Voici une
version itérative de cet algorithme.

Algorithm 4 Base M-réduite en dimension 3 et 4

Require: d <4, M € S; et la base canonique (by,...,b;) de 7% ordonner par norme croissante.
Ensure: Une base M-réduite.
1: k=2
2: while k<d do
Calculer ce by Z + -+ + by_,Z le plus proche de by
bk — bk —-C
while [|b¢lly < [ Bg1 1l do
(b, bx—1) — (b1, bx)
k—k-1
end while
9. k<—k+1
10: end while

24
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Note : La boucle while a I'étape 5 sert simplement a ce que la base soit toujours ordonnée par
norme croissante.

On peut remarquer que pour d = 2, on retrouve exactement l’algorithme de Lagrange, dans ce
cas I'étape 3 se fait en approchant 7;(by, by). La difficulté se trouve donc lorsqu’il faut trouver
le vecteur le plus proche pour d = 2. L'idée est encore de partir du projeté orthogonal, puis faire
une recherche en ¢ (1) pour trouver le bon vecteur. On donne aussi une version récursive de cet
algorithme, qui nous sera utile pour son étude.

Algorithm 5 Algorithme récursif

Require: d <4, M €S etlabase canonique (by, ..., bg) de 7% ordonnée par norme croissante.
Ensure: Une base M-réduite.

1: if d =1 then

2:  return b

3: else

4: repeat

5 Trier (by, ..., b,) par norme croissante,

6: Appliquer I'algorithme a (b, ..., bg-1),

7 Calculer ce byZ +--- + by_1Z le plus proche de by,
8 bg—bg—c

o until [|bglly = I1ba_1lly

10 return (by,...,b,)
11: end if

3.2.4 Etude del’algorithme en dimension 3 et 4

Commencons par expliquer comment on calcule le vecteur le plus proche. On se place dans le cas
ol on doit approcher ¢ avec le réseau engendré par (by,...,b; -1), C'esta dire trouver ce by Z+---+

bg_1Ztelque |t—cllpy = min lt— 2zl
ze€b1Z+-+bg_1Z

d-1

On sait que sion s’intéresse al’espace Vec(by, ..., b, -1),le vecteur quel'on chercheest t* := Y y;b;,
i=0

le projeté orthogonal de t sur Vec(by,...,b;-1) caronsait que ||t — t* |, = min It —zllp-

ZGVEC(bl,...,bd_l)
Et donc

VZebZ+--+bgaZ, t—zl3 = |e—* |5, + | - 25,

Il nous faut donc minimiser ||t* — z|| 7, c’est a dire que 'on a t* — ¢ € Vorp;(by, ..., bg—1). Une pre-
miere étape est donc de calculer les coordonnées de ¢* et pour cela on peut remarquer que pour
ie[l;d-1],ona:

d-1
(tbidpr = (t"1bi) )y = Y yj(bjlbi) -
j=1

C’est a dire en notant G = (<bi|b1>M)1si,jsd—1’ la matrice de Gram de (by,..., bz—1) par rapport au
produit scalaire (.|.) s, on peut calculer efficacement (yy, ..., y4-1) en utilisant :

»n (t1b1) pm
c g )
Ya-1 (t1ba-1) pm

d-1
En notant ¢ = Y. x;b;, ici (x1,...,%4-1) € Z%"!, on sait que t* — c € Vorp;(by,...,bg-1). De plus en

i=0
utilisant 'algorithme récursif on voit que grace a I'étape 6 (by,...,b -1) est déja une base M-
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réduite des que d > 2 (ce point sera prouvé juste apres), on peut donc utiliser le théoréeme
suivant. Nous ne démontrons pas ce théoréme ici mais il est issue de I'article de B. N. Delone et N.
N. Sandakova (voir [7]).

Théoréme 3.4. (Caractérisation des cellules de Voronoi)
1. Soit (b, by) une base M -réduite soit u € Vor (b1, by), en notant u = xby + yb, ona:|x| < % et
y=2/3.
2. Soit (by, by, bs) une base M -réduite soit u € Vory;(by, by, bs), en notant u = xby + yb, + zbs on
a:lx|<3,y<4/3et|zl<1.

Ainsi si d = 3 ou d = 4, il nous reste a lister tous les entiers possibles pour les coordonnées de ¢
grace au théoreme [3.4]puis de trouver le vecteur le plus proche de t*, ainsi cette recherche se fait
en O(1). Et si d = 2 alors le vecteur le plus proche est simplement ¢ = |7 ,(¢, b1)] b;, comme dans
I'algorithme de Lagrange (3).

Si d = 2, 'algorithme se comportant comme celui de Lagrange (3) on a déja prouvé (voir théo-
réme [3.3) qu’il produisait bien une base M-réduite. Le but va étre de prouver le méme résultat
pour d =3 et d = 4, pour ¢a on commence par montrer cette propriété.

Proposition 3.7. A la fin des algorithmes @) et @), (b1,...,by) est une base ordonnée de 7% et pour
i€[2; d] onapour tout xy,...,xi-1 € Z, |billpy < b + x1b1 + -+ + Xi-1bi—11l pp-

Démonstration. La formulation "repeat ... until" dans la version récursive de 1'algorithme |5, nous
assure de faire les étapes de 5 a 9 au moins une fois. Ainsi on sait qu’en sortie de I'algorithme la
famille (by,...,b,) est ordonnée par norme croissante et c’est une base de 7. Pour le montrer
on note (bo,...,bg) la base canonique, (bi,..., b;) apres le i-eme passage dans la boucle et c¢; :=

d-1 .

Y y'b;le vecteur calculé al’étape 7 lors du i+1-iéme passage dans la boucle. Ainsi il existe o € S,
Vibj p p 8

j:

(grace a I’étape 5) tel que

1 —X1
Matg 4oy (b1 b)) = Matg 10y (B Do) 1 —xi
!
T o
Et donc, comme un part d’'une base a la fin de I'algorithme, (b, ..., by) est une base ordonnée de
74,
De plus grace au calcul de I'étape 7 on sait, qu'apres 'étape 8, on a pour i € [2; d], 1billy =

zeblzT-iEbi_lz |b; — zllp;, d’ol1 la propriété. O
Il nous faut maintenant étudier plus précisément les base M-réduites. D’apres leur définition, on
pourrait penser que pour tester si une base est M-réduite, il faut tester une infinité de conditions.
Or, un résultat important est que pour toute dimension il existe un nombre fini de conditions a
tester pour vérifier qu'une base est M-réduite. Ce résultat est décrit par Carl Ludwig Siegel avec
le "second finiteness theorem" dans son livre Lectures on the Geometry of Numbers [8]. Plus pré-
cisément, dans cet article [9] P. P Tamela décrit les conditions a tester pour d < 6. Nous allons
détailler dans le théoréme suivant ces résultats pour d < 4.

Théoréme 3.5. Onfixed<4etMeS],.
(bi,...,bg), une base ordonnée de 79 est une base M -réduite si et seulement si pour toutie[l; d]
et pour tout uplet d’entiers x, ..., x4 vérifiant les conditions 1 et2ona:

I x1b1+ -+ Xaballpr = 1bill pr-
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1. pged(x;,...,xq) =1,
2. ilexisteo € S, tel que (|x0(1)|,..., |xg(d)|) e Cy ol
G ={(1, D)}
C3=1{(1,1,0),(1,1, 1}
C4 = {(]-y 1’0)0)7 (1’ ]-) ]-} 0)’ (]-) 1} 1) ]-)}
Nous ne détaillerons pas la preuve ici, elle repose sur I’étude des formes quadratiques mais elle se

trouve dans [9]. Grace a ce théoréme, nous allons donc pouvoir démontrer que les algorithmes
et (4) trouvent une base M-réduite.

Théoreme 3.6. Pourd < 4.
A la fin des algorithmes (5) et (4), (b, ..., bg) est une base M -réduite.

Démonstration. Grace ala proposition 3.7} nous savons déja qu’ala fin de l'algorithme (b, ..., by)
est une base ordonnée etpour1<i<d

VX1, Xic1 €257 bl pg < b+ X1 by + -+ Xi1 b1 Ly - (24)

Il nous reste a montrer que (by,..., by) vérifie les conditions données par le théoréme Nous al-
lons détailler pour commencer le cas d = 3. Il nous faut pour cela montrer les inégalités suivantes :

b3 + by + byllag = 1611l s b3 + b1l pr = b3l g
b3 + by + byllas = 1b21l 6, b3 £ ballar = 13l s
b3 + by + byllas = b3l s D2 + by llpr = 1021l ps

b3 + b2llpr = 11 D2l ps -
Tout d’abord on utilise aveci=3et(xy,x2) =(+1,£1),0ona
b3 £ bo £ b1llpr = 163l pg = D21l ps = 1011l car (by, bz, bs) est ordonnée.
Puis en utilisant avec i =3, (x1,x2) = (0,£1) et (x1,x2) = (£1,0),0on a
b3 + b2llpr = 1D3llar = D21l ar €t 113 £ byllpg = 1b3 1

Et pour finir avec i = 2 et x; = =1 on obtient la derniere inégalité ||b, + by |l p; = | b2l ps-
La preuve dans le cas d = 4 est identique et elle fonctionne car dans les contions a tester on a que
des 0 et des 1. O

On peut se demander si pour d = 5 la base en sortie de ’algorithme (4] est toujours M-réduite. La
réponse est non, on n'a plus I'équivalence entre les conditions montrées a la proposition[3.7] et le
fait qu'une base soit M-réduite, un contre exemple est donné dans [6].

La derniére question que 1'on doit se poser sur cet algorithme, c’est d’évaluer sa complexité et
prouver qu’il se termine. Nous ne détaillerons pas cette partie ici, malgré son aspect assez simple
son étude est assez complexe, elle est détaillée dans I'article [6]. Le résultat qui nous intéresse et
que l'algorithme termine et que sa complexité temporelle est en

o

1+log('max IIbiIIM)—log( min (IILUIIM))),
iell; d] weZ4\{0}

ou (by,...,bg) estla base canonique de 74,
Comme pour le théoreme[3.3|on peut réécrire cette complexité en fonction de la donnée qui nous
intéresse c’est a dire la matrice M et on trouve une complexité temporelle en :

O (1 +log(x (M))).
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On peut maintenant donc conclure sur la question qu'on se posait au début sur la construc-
tion d'un M-maillage dans notre algorithme. Pour cela, nous calculons tout d’abord une base M-
réduite puis grace au théoreme[3.1jon peut construire une super-base M-obtus que nous utilisons
pour construire un M-maillage avec la proposition 3.3 Ainsi en dimension le maillage aura cette
forme :

FIGURE 11 — Maillage en dimension 2 avec la base M-réduite.

En orange, on a la boule unité 1ié a ||| 5, les vecteurs jaune et rouge sont les vecteurs propres de
M (les valeurs propres étant 1 et 10), en bleu et vert on a la base M-réduite et en bleu le maillage
calculé.

Pour différentes valeur propres et vecteurs propres on peut voir comment le maillage s’adapte, on
garde le méme code couleurs pour la signification des vecteurs :

3 3

2 1 2

1 1

0 0
-1 -1
-2 4 -2
-3 -3

-3 -2 1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2

FIGURE 12 — Les valeurs propres de M sont 1 FIGURE 13 - On échange les deux vecteurs
et6. propres avec comme valeur propre 1 et 10

En dimension 3, le maillage s’oriente aussi dans la méme direction que la boule unité, on peut le
voir avec cette figure tirée de l'article [4] de Jean-Marie Mirebeau.
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FIGURE 14 — Maillage en dimension 3, tiré de [4].

Maintenant qu’on a fini cette étude sur la construction du maillage, on va pouvoir approfondir les
propriétés du M-maillage construit.

3.3 Etude del’algorithme FM-LBR

On a pu détailler les propriétés pour un point fixé des M-maillages, mais pour que l'algorithme
fonctionne le maillage que 'on construit doit vérifier des conditions plus strictes et c’est le but
de la définition qui suit. Dans la suite, a chaque fois que nous parlerons d'un M-maillage nous
désignerons un maillage construit comme nous ’avons détaillé précédemment.

Definition 3.6. (Maillage admissible)
(T (X)) xeq une famille de maillage est admissible s’il exister > 0 et R € R tels que pour tout x € Q) on
a:

1. 9 (x) couvre un voisinage de l'origine et les sommets appartiennent a 72",

2. pour tous sommets v de J (x), llell <R,

3. ilexiste B(x) une base de Z™ telle que pour tout z € B(x) et pour tout y € Q tel que || x— y|| <r
onaz,—z€J (y).

Cette définition nous permet d’énoncer le théoreme important de 'article [6], la preuve que la
fonction en sortie de I'algorithme FM-LBR converge vers la solution de I'’équation que I'on cherche

(16).

Théoreme 3.7. (Convergence de la solution)
Soit Q < R™ un ouvert borné, une métrique Riemanienne 4 € C° (5, S;@) et la famille de maillage
(T (X))xeq que l'on a construit précédemment. Pour tout h > 0 on pose Z, = hZ™ et pour tout
z € ZpnQ on considere le voisinage Vi,(z) = z + hT (z).
Alors (T (X)) xeq est une famille de maillage admissible et la solution dy, : Z, — R U {+o0} de l'équa-
tion discrete converge uniformément vers la solution D de (16), ainsi :

lim max |dy(z) —D(z)| =0.

h—02zeZ,NQ
Ainsi le but premier va étre de montrer que le maillage que I'on construit respecte la définition 3.6}
et c’est 'objectif de la proposition suivante.

Proposition 3.8. Soit ./ € C° (ﬁ,S;;l) une métrique riemannienne, alors la famille de maillage

construit (9 (x))xeq, en chaque point 9 (x) est un . (x)-maillage, est une famille de maillage ad-
missible.

Le but va donc étre de démontrer cette propriété, pour cela nous allons commencer a définir une
nouvelle distance sur Sj),.

Definition 3.7. (Définition distance sur'S;,)
Pour tout M, N € S}, on définit :

disttM,N) = sup |Inllullp—Inllulyl (25)
ueR™\{0}
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Cette distance nous permet d’étudier le produit des normes d'un vecteur mesuré avec M et N
alors que la distance classique, elle, permet d’étudier leur somme. On voit bien ce résultat avec le
lemme suivant.

Lemme 2. Soit M,N € S},, on pose a = dist(M,N) et f = [VM - VN
preuve de la propriété[3.5, on a pour tout u € R™ tel que |ull =1 :

, ot V M est définie dans la

u
ol

< <eer—-PB=lulpy-Illuly=<p.
lull v

On en déduit pour tout ze R™, e% |zl < llzllpr < €%l zll pg-

Démonstration. Soit u € R™ tel que ||ull = 1.
Par (25), on sait que a = dist(M, N) = In ||||Z||||11‘5, il suffit donc d’appliquer la fonction exponentielle.
Pour la deuxieme inégalité on utilise que :

el pg = Nl ol = H‘\/Mu“ _ H\/Nu”‘

<|(vM-VN)u|
SH\/M—\/NH:,B car ||lul =1.
On a bien prouvé les deux encadrements. O

On va pouvoir, avec la proposition suivante, minorer la norme ||.||; d'un vecteur z du réseau qui
ne fait pas partie du N-maillage que I'on a construit.

Proposition 3.9. Soit M,N€S,.
Soit (uy,..., uy) une base M-réduite de Z™ et I un N-maillage. Soit z € Z™\J" alors il existe un
plus petit entier L € [1 ; m] tel que

4 dist(M,N) - ” U ”%4

zeEwmZ+-+wZ et zl5 e + Il .

Démonstration. On notera comme dans le lemme[2}, a = dist(M, N).

Tout d’abord on sait que 9~ couvre un voisinage de 0, donc il existe un simplexe 7 de 9, dont nous
noterons les sommets non nuls (vy,..., vy), et A > 0 tel que Az appartient a I'intérieur du simplexe
T. Comme on peut le voir pour la dimension 2 sur cette figure :

vy

Az

FIGURE 15 - Explication graphique
De plus on sait que (vy, ..., V;;) forme une base de Z™, ainsi il existe y,, ..., U, € Z tels que
Z:ull)] +"'+umvm.

Plus précisément il existe i, j € [1; m] tels que i # j et ylz. >1et ,u? > 1 ouil existe i € [1; m] tel
que | ,LL,'| > 2, car z est non nul et n’appartient pas a 9 . On en déduit que

i 22
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De plus, comme Az appartient a l'intérieur du simplexe T dont les sommets sont (vy, ..., V), on
peut supposer qu’il existe 1 < k < mtel que y;,..., Ui soient strictement positifs et ttg41, ..., Ly nuls
quitte a réorganiser (vy,..., V). On peut le voir en dimension 2 sur cette figure, la demi-droite zR*

estincluse dans viR* +---+ v,,R" :
ﬁ*
/

E

G

R R

0! Az
2
vt

FIGURE 16 — Explication graphique

Comme z € Z™ et que (uy,..., U;,) est une base, il existe un plus petit entier [ € [1; m] tel que
zewZ+---+uZ. llexisteaussil < j<ktelque vj ¢ unZ+---+u1Z,sinonz€ unZ+-+-+u; 12
ce qui contredit la définition de .

En utilisant la définition d’'une base M-réduite on a que ||v;||,, = llu;ll,s et de méme pour i €
[1; kI, v; étantnonnulon a ||v;|lp; = gl y-

On peut donc prouver l'inégalité voulue,

e llzlf, = e Izl par le lemme[Z]
k
2|3 (Wi lvily)+2 3 (mipj (vilvs)y)
i=1 1<i<d<k

IV

(yl 2 v013) carV1<i<d&<k, uips>0et (vilvs)y =0

M= T~

v

(ul lvil3,) encore par le lemme[2]

~
I
—

\Y
™=

(3 1vil3)) + @5 = o 3+ il

I\
'[v]w 0

2 2 2 .
(1 ,-)) gl + lluglly, carV1<i<k, [villpy = luilla et v, = luwlly
i=1
2 2
= gl + I3 car puy +--+ g = 2.
La proposition est donc bien prouvée. O

Cette propriété va nous permettre de démontrer deux corollaires importants, on les utilisera pour
prouver la proposition

Corollaire 3.9.1. Soit M,N € S}, tel que
dist(M, N) < In(1 +x(M)~?)/4

alors en notant (by, ..., by,) une base M-réduiteet 9 un N-maillageonaqueb,,...,b,, et—by,...,—bpy,
sont des sommets de I~
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Démonstration. Pourl1 <l <malorsb; ¢ byZ+...b;_1Z mais bj € byZ+...b;Z. De plus en utilisant
de la proposition[3.4} on a

D211y et BN < by 15+ kD2 1 ki1, < b 1 + i1
Par contraposée de la proposition|3.9/on a que b; est un sommet de ~, de méme pour —b;. O

Corollaire 3.9.2. Soit M €S}, avec m € {2,3}.
Soit e un sommet de 9 un M-maillage alors |le| < C,,x (M) oit C; =2 et C3 = 4.

Démonstration. Soit (by, ..., b,,) labase M-réduite avec laquelle on a construit 9. Ainsi d’apres la
construction que I'on a faite du maillage; pour e un sommet de J il existe ay,...,a,, € Z tels que

m
e= ) a;b;. En énumérant les possibilités, d’apres la construction faite dans la proposition on
i=1

m
a'Z la;l<CpouCy=2et C3=4.

i=1
De plus d’apres dansla proposition onsait que max{|| b;|| | 1 <i < m} <x(M).On en déduit
la majoration voulue. O

Grace a ces deux corollaires on va pouvoir maintenant passer a la preuve de la proposition|3.8

Démonstration. On fixe m € {2,3}, une métrique Riemmanienne .# € C° (5,8;;1) et la famille de

maillage (9 (x)) yeq que I'on a construit ou pour x € Q, 9 (x) est un .4 (x)-maillage.
On doit montrer qu’il existe r >0 et R € R tel que pour tout x € Q,

1. 9 (x) couvre un voisinage de I'origine et les sommets appartiennent a Z™,
2. pour tout sommet v de I (x), llell <R,

3. il existe B(x) une base de Z tel que pour tout z € B(x) et pour tout y € Q tel que || xX— y|| <r
onaz,—-z€J (y).

Tout d’abord, on sait que la fonction x o . : Q — R* est continue sur un compact, on peut donc
définir A(A) = supk (A (x)) € R.
Plus précisémerictE,Qgréce au théoreme de Heine, on sait que .# est uniformément continue et par
équivalence des normes sur S}, (dimension finie), il existe r > 0 tel que pour tout y, w € Q tel que
|w-y|<rona

dist (4 (w), 4 () < In(1 + A(4) %)/ 4.

Pour définir R € R, on pose simplement R = C,,A(4) ou C,, est défini dans le corollaire On
peut maintenant fixer x € Q et montrer les points[1} 2] et[3]

Le point[I]a déja été prouvé avec la proposition[3.3|lorsque qu’on explique comment on construit
les maillages et le point[2} est une conséquence directe du corollaire(3.9.2]

Pour le point |3} on considere (b;(x),...,b;,(x)) la base .4 (x)-réduite de Z"" avec laquelle on a
construit le maillage I (x). Soit y € Q tel que ||x - y|| <ralorsona

dist (4 (W), A () <In(1 + A(A) ") /4 <In(1 +x (A (X)) /4.

Ainsi en utilisant le corollaire [3.9.1] on conclut que pour i € [1; m] on a b;(x) € I (y) et —b;(x) €
T (). O

Nous avons maintenant quasiment tous les outils pour prouver le théoreme[3.7] Nous ne pourrons
détailler sa preuve complete ici, en effet c’est une légere adaptation de la preuve du théoréeme 11 de
cette article [2] et elle demande beaucoup d’outils qui n’ont pas encore été abordé ici. Mais nous
pouvons quand méme démontrer une lemme important, ou I'objectif est de montrer une certaine
régularité de la fonction dj, : Z;, — R.
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Lemme 3. On suppose les hypotheses du théoréeme|3.7
Il existe une constante hy > 0 et Cy < +oo tel que pour tout0 < h < hg et pour tout x,y € Z, on a

|dn) = dn] < Cof|x-y| (26)

Dans la preuve, nous utiliserons deux normes différentes sur R, la norme ||.|| qui est celle liée au
produit scalaire {.|.), que I'on utilise depuis le début et la norme 1, |.||;, qui est définie par

A "
=) 1Al
i=1

On note respectivement les normes |.|| et |.[l; les normes d’opérateurs qu’elles engendrent sur
M,,,(R). De plus on aura besoin de cette encadrement :

VxeR™, llxll <llxly < vmlxl.
Qui nous permet notamment de démontrer que :
VM eM,[®), IMll<vmlMl.

Démonstration. Soient h > 0 et x,y € Zj, tout d’abord si x ¢ Q et y ¢ Q alors d(x) = dy) =0,
I'inégalité est alors évidente.

Sinon, on peut supposer sans perte de généralité que x € Q, on note b(x) = (b;(x),...,b;(x)) la
base .# (x)-réduite que I'on utilise pour construire J (x) le .4 (x)-maillage. Grace a la proposition
3.8|on sait que pour 1 <i < m,ona ||b;(x)]l; <R.

En notant e = (ey, ..., e;;) la base canonique de R™, on note B = Mat,(b(x)). Par la définition[3.5/on
sait que Idet(B)I =1, car B € GL,,(Z). Lobjectif va étre de majorer la norme de B~. Pour ca on sait

que B™! = 751" Co(B) or
|| "Co(B) ||1 = max Z A;j(B) ou A;(B) sont les mineurs de B
1<]<m
< “ b(’)’ Hb(.’zl H “ byil Hb;"} par le théoreme d’Hadamard

1<z<m1< =m

ol b;ci) est le vecteur by sans la i-ieme coordonnée lorsqu’il est écrit dans la base canonique. Ainsi
(@) (i)
[]=]67],

< |Ibill; <R, onadonc
| Co®)|, = mR™!
Ainsi | B[ < y/m || B7Y||, < m? R™! := Dy car |det(B)| = 1.

Dans un premier cas, on suppose que | x — y||, = h, comme x, y € Z™ il existe £ € {~1,1} et 1 < j < m
tel que y = x + ¢he;. En notant B7l= (@k1) 1=k, 1<m» ON Obtient

d
y= x+£hz aijbi(x).

i=1

m
On peut donc définir s = ) |(xl~ j| € Z et ainsi il existe une famille de vecteurs de Z;, noté (xk)/sc—o tel
i=1 B

que xg=x, y=xsetpour0<k<sonaxgs — Xy €{xhb;j(x)|1<i<m}. Ainsipour0<k<s,ona

| Xk+1— Xkl < h max [|b;(x)ll; < hR.
1<i<m
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Donc par I'inégalité triangulaire pour 0 < k < s, || xx — x|l < hRs. Or par Cauchy-Schwartz on a,

2

m
s< \/ﬁ(z afj) < vm|B7!|| = VmDsy.
i=1

Ainsi on peut conclure que pour 0 < k< s,on a
|xx — x|l < vmhRDy.

On peut maintenant définir ki > 0 telle que /mhoRDg < r, ot r est celui utilisé dans le pointde
la définition d’'un maillage admissible, voir définition [3.6| (on peut I'utiliser grace a la proposition
B.8). On peut donc fixer0 < h < hp et 0 < k < m.

Si x € w, alors on fixe 0 < [ < s tel que |k —[| = 1. Par la définition de hy, on sait que ||x; —x|| < r
ainsi en utilisant le point[3|de la définition 3.6} on a que pour tout 1 < i < m, b;,—b; € I (x;). On
en déduit que x; € Vj,(xr) d’apres (19), c’est a dire d’apres la définition de 'opérateur de Hopf-Lax
(voir (I7)),on a:

dp(xx) = Adp, xp) < lIxk = X1l g (xp) + An(X0)-

Or comme ./ (x;) €S}, ona
1/2
Ik = X100y < WA ()N Xk = x0)| < Dy llxg — g1l < hRDy,

ol1 D) = sup || (x)|''? qui est fini par continuité de ./ .

xeQ
Sinon si x ¢ Q alors dj,(x) = 0 et donc dj (x;) < dj(x;). En échangeant k et [, ce qui est possible car
| x; — x|l < r, on obtient |dj (x;) — dj(x;)| < hRD,. Par inégalité triangulaire on en déduit donc que

|dn(x) — dp(y)| < hRDys < hv/mRD1 Dy = || x— |, Co,

ou Cy=RD1DgyeR.

Dans le cas ou || xX— y||1 > h alors il existe n € Z tel que ||x - y||1 = nh et il existe une famille de vec-
teurs de Z; notée (xk)Z:o telque xo = x, y=x,etpour0 < k<nonaxp;—Xx €{the;j(x)|1<i<m}
donc || xg4+1 — Xk |l = h. Ainsi d’apreés le cas traité précédemment pour 0 < k < nona |dj (xXg4+1) — dp(xg)| <
hCy, on peut donc utiliser I'inégalité triangulaire et on obtient :

|d(x) — dp(Y)| < nheo = co | x -y,
Ainsi dans les deux cas traités en posant C; = v/mCy, on a le résultat voulu :
|dn(x) - dn(p)| < C1 | x-y|
O

Ainsi nous avons démontré tous les points qui nous semblaient importants et accessibles sur I'al-
gorithme FM-LBR. Pour voir la fin de la preuve du théoréme 3.7, Jean-Marie Mirebeau, décrit dans
(4], comment modifier la preuve du théoreme 11 dans [2] pour obtenir le résultat voulu. Nous pou-
vons aussi donner le complexité compléte de 1'algorithme FM-LBR (2), la seule étape en plus par
rapport a I'algorithme Fast-Marching (1) étant le calcul des voisinages pour chaque point, si on
note N = |Z| alors la compléxité est en :

O (NlogN +logA(4)).

De plus, Jean-Marie Mirebeau, dans son article [4], compare I'efficacité en pratique de cet algo-
rithme par rapport a d’autres méthodes, il explique aussi comment cet algorithme peut-étre utilisé
pour calculer les géodésiques.
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