Le théoréme de Weierstrass'

Théoreme (de Weierstrass). Soient a,b € R. Toute fonction continue f sur [a,b] est limite uniforme de polynomes
sur [a, b].

Démonstration. On commence par démontrer ce théoréme sur [0,1]. Vn € N Vk € {0,...,n}, on note RF :
x +— Ck2¥(1 — 2)"~* et pour toute fonction f continue sur [0, 1], Z f ( > r) (on remarque ici
que pour f continue, B, (f) est un polyndme). Calculons explicitement
znj (k — x>2 R (z) i <k>2 RF(z) — QxERﬁ(x) + 2% R (x)

n n

k=0 \" k=0
= B, (2?) = 22B,(x) + 2B, (1)

(Ot 2™ remplace par abus la notation x — z™)
On calcule séparément chacun des trois termes de cette somme. On note au préalable
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On réinjecte cela dans Z ( - x) RF(2) = B, (2?) — 2aby(z) + 2*B, (1) = =——=. Ainsi, on a
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Soit alors ¢ > 0. Comme f est continue sur [0, 1] (compact) elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi, il existe
M tel que pour tout x dans [0, 1], | f(z)| < M. Par Heine, f est aussi uniformément continue sur [0, 1] id est,
pour le ¢ fixé, In > 0,Vz, 2/, |z — 2'| <n=|f(z) — f(2)] <e.

On s’intéresse a
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Si N est choisi dans N tel que n <e&Vn = N,|B,(f)(z)— f(z)| < 26,Vn = N,Vx € I. On a donc montré

que B, (f) converge uniformément vers f sur [a, b].
On se rameéne au cas ou I = [a, b] en considérant la fonction g(x) = f(a + (b —a)z),Vx € [0,1]. O

1. Les maths en téte, Xavier GOURDON, page 230




