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Avertissement. Ce développement peut se placer dans plusieurs legons, a condition de
parfois le remodeler, par exemple de la fagon suivante :

— 215 (applications différentiables définies sur un ouvert de R™), 216 (étude métrique
des courbes) et 220 (équations différentielles X’ = f(¢, X)) : on peut ne pas faire
la section 4 d’existence mais seulement donner ’idée;

— 219 (extrema : existence, caractérisation, recherche), 229 (fonctions monotones,
fonctions convexes) et 253 (utilisation de la notion de convexité en analyse) : on
peut ne pas faire la sous-section 3.2 de résolution de I’équation différentielle mais
seulement donner I’astuce et bien siir le résultat.

Théoréme. Etant donné un mobile ponctuel dans R?, la maniére la plus rapide pour
relier deux points est de décrire un arc de cycloide.

1 Notations

On munit R? d’un repére avec I’axe des abscisses horizontal orienté vers la droite et
I’axe des ordonnées vertical orienté vers le bas. On suppose que le mobile relie I'origine
(0,0) & (a,b) en un temps T', avec a,b > 0; on note (z(t),y(t)) les coordonnées du mobile
a U'instant ¢t. Comme la téléportation n’est pas dans les hypotheses, on a z,y € C[0,T].
De plus, ce serait également bien le diable si I'on n’avait pas x,y € C'(0,T). Finalement,
notre sens physique nous dit que x est croissante, et 'on va supposer que x est strictement
croissante i.e. le mobile ne décrit pas de portion verticale : ainsi, on peut écrire y = f(z)
avec f € C[0,a] NC(0,a), f(0) =0 et f(a) =b. De plus, on a également flo,a) > 0 (car
si le mobile arrive en un point d’ordonnée nulle il ne peut plus repartir, cf. ce qui va
suivre).

2 Mise en équation

Grace au théoreme de I’énergie cinétique, on sait que la somme de ’énergie cinétique
et de I'énergie potentielle est constante, c’est-a-dire E. + Ep, = E? + Egp. Or, la vitesse
initiale étant nulle par hypotheése on a E, = %m 02 =0 et E,, = —mg0 = 0 donc
finalement on a v? = 2gh, ce qui se réécrit 4% + 2 = 2gy. D’apres la section précédente,



on a donc :

1+ /(2)?] % = 20 (w)

Comme f(z) > 0sit > 0 on peut diviser et l'on a :

14 f'(z)?

o) TV

" PGP,
Lty e = e

et, comme & > 0 on peut faire un changement de variable pour obtenir :

o a 1-|—f/($)2 B
I(f) ._/O 1/de_\/ET

On doit donc minimiser la fonctionnelle J dans I'espace E := {f € C[0,a] N C*(0,a) :
f(O) = 07 f(CL) = b7 f‘]U,a] > 0}

puis, en intégrant :

3 Condition nécessaire de minimum

3.1 Etablissement d’une équation différentielle

Tout d’abord, on peut remarquer que J est une intégrale impropre : pour un f € F
donné, il n’est pas assuré que J(f) < co. En considérant le segment qui relie (0,0) &
(a,b), on peut quand méme remarquer que infg J < oo (ouf!).

Supposons que J atteigne un minimum sur F, en un point f; par ce qui précede
on a J(f) < oco. Le probleme majeur est que J n’est pas définie sur un ouvert d’un
espace vectoriel : on ne peut donc par parler de sa différentielle et dire que DJ(f) = 0.
Néanmoins, avec Ey := C}(0,a), on a :

Vg € Ep,3n > 0,Vt €]l-n,n[, f +tg € E et J(f +tg) < o0

donc :

d
Vg € Ey, —=J(f +tg)

=0
dt

t=0

Pour simplifier les notations, notons L(u,v) := \/¥ et [f(x)] = (f(z), f(x)); ainsi,
J(f) = [y L[f(x)] dz. L’égalité précédente donne donc :

Vg € Ep, /0 [0.L[f]g + 0uL[fl¢'] dz =0

et en intégrant par parties on trouve, comme g est a support compact :

_d

vge B, [ [auL[f]



(il ne suffit pas que g vaille 0 au bord pour que [0, L[f]g]¢ = 0 car on ne connait pas le
comportement de 9, L[f] au bord). Finalement, en considérant des fonctions g du type
(r—a)?(B— x)21[a76], on trouve que la fonction entre crochets dans I'intégrale précédente
ne peut pas étre strictement positive ou négative sur chaque [« 5] CJ0, a] : elle est donc
nulle, ce qui s’écrit (et s’appelle « équation d’Euler—Lagrange ») :

d

OuLIf) ~ 0uLIf] =0 (L)
x
En explicitant les quantités qui interviennent !, on trouve que f vérifie ’équation
différentielle suivante :

1+ f=C

3.2 Résolution de I’équation différentielle

On peut tout d’abord remarquer deux choses :

— I’équation différentielle se réécrit f? = % — 1 dong, sur la portion ot f/ >0 on a

=4/ % — 1 et le théoreme de Cauchy—Lipschitz local s’applique (youpi!) ;
— comme C # 0 (car f(a) = b # 0 par exemple) on a donc |f/(0)] = oo ; en particulier,
on a bien fait de ne pas choisir f dérivable en 0!
Comme on ne sait pas intégrer a vue \/J;; on va devoir ruser. Pour cela, on
€1
remarque que le terme 1 + f’? peut faire penser & de I’arc tangente. Pour une simple
question d’esthétique, on va plutoét poser 6 := 2arccot f'. Ainsi, on a f' = Cotg donc

1+ f? = Sin12 7 ; d’apres I'équation différentielle vérifiée par f, on a donc :
3
0
= C'sin® =
/ 2
En dérivant cette derniére relation, on obtient f/ = C¢’ singcos g, donc comme

%]
COS 5 .
= cotg = ——% on obtient :
2

0
1= 9/ ‘“2 —=
Co'si 5

On est content car 'on sait intégrer! Ainsi, en écrivant sin on obtient

z = $[0 —sin6]g ; comme |f'(0)| = oo, on a #(0) = 0 donc on obtient :

260 __ 1l—cosf
2 2

C
= —(0 —sinf
x 2( in0)
Finalement, comme on a vu que :

y = f(z) :Csin2§: %(1 — cosf)

1. Les calculs, que I'on peut passer pendant le développement, se trouvent dans ’annexe A.



la courbe décrite est bien une branche de cycloide 2.

4 Existence du minimum

1+ (x)?
f(2)
) :

dz possede un

f(()) = Oaf(a) =

On désire justifier que la fonctionnelle J : f € E — [

(unique) minimum, avec rappelons-le E = {f € C[0,a] N C1(0,a
b, flj0,q) > 0}. Pour cela, on va utiliser un argument de convexité.
L’ensemble E est bien convexe, mais comme on 'a déja remarqué ce n’est pas un

ouvert d’un espace vectoriel : on ne peut donc pas utiliser de caractérisation classique de
1402

U )
qui elle est définie sur le convexe R* x R. Finalement, rappelons la notation [u] := (u,u’).

Désignons par fp une solution de I’équation différentielle (EL) obtenue précédemment.
En supposant que L est strictement convexe, on obtient donc, pour g # 0 telle que

fotgeEet J(fo+g) <oo:

convexité. On va contourner ce probléme en regardant la fonction L : (u,v) —

I+ )= (0 = [ Llfo+9)~ Lifilda

> / (VL[fol,[g]) dz (par stricte convexité de L)
0

a

; duL[folg + OuL[folg' d

Ainsi, comme ¢(0) = g(a) =0 (car fo+g € E), on en déduit que si 9, L[fo] est bornée
sur |0,a[ on a J(fo + g) — J(fo) > 0, et donc que fp est un minimum global de J sur FE.
Il suffit donc de montrer que L est convexe sur R} x R et que 0, L est bornée sur ce
méme ensemble : malheureusement, cette derniere condition n’est pas vérifiée, puisque

Oy L = ﬁ (note?). Pour cela, on va considérer un autre probléme de minimisation.
u v
Comme la racine nous dérange dans ’expression de J on va poser, pour f € E,

g = v/2f (le facteur 2 est fait pour tomber juste dans la suite). On a donc f = % et
f'=gg', dou:

J(f):/()a1/1+ff/2dm:/()a

2. Dans la legon sur I’étude de courbes, on peut mettre ce résultat dans le plan; sinon, on 'admet
(faire un dessin pour le retrouver ; la seule chose délicate est de remarquer que la condition de roulement
sans glissement se traduit par le fait que la distance parcourue par le cercle est égale a la longueur de
Parc qui a touché le sol).

3. En fait, en calculant la matrice hessienne on peut constater que L n’est méme pas convexe !




On obtient donc une fonctionnelle .J définie sur l'espace E := {V2f : f € E}; on
(9) = foaf/[g] dz avec L(u,v) := \/ 2z + v2. Cette fonction L vérifie 9,L = —=2

[l 1.2
u2+v

donc |8, L| < 1 donc est borné. De plus? on a :
— Ol =u2(u=2+ v2)_% :
— Oyl = u3v(u=2 + v2)_% ;
1
2

— L = —u(u 2023,
— Oy = u H(u? + 02)_%(2u 2 4 0?);
~ 4, -2 2\—S o 2. 9y 3 . _2, oy—8
donc la hessienne de L est <2u (u™"4v%) 72 (2u 3 %) uTu(uT ) 32 ) qui est définie po-
u3v(u"2402) 72 u 2 (u"2402)" 2

sitive (la trace est positive et le déterminant est 2u~3(u"2 4+ v2)™3 > 0) donc L est
strictement convexe.

Ainsi, d’apres ce qui a été fait au début de la section, pour montrer que gg := v/2/o
est un minimum strict de J sur E il suffit de montrer que go vérifie I’équation d’ Eu;erf
Lagrange associée & L. Ainsi, on a 49, L =o' (u=2+402) "2 —v(—v/u"340v') (u2402) "2 =

u™3(u~ —|—v)2( v)’, d’ott :

~ d _ ~ a2, _ _1 e, _3
OuLlg0] = -0 Llgo] = —95* (90" + 66) "% = 90" (90 " + 96 (9090)’

_ _ 3. _
=—0902(90 > +98) 290> + 95 + (9090)"]

et il suffit donc de montrer que g, 74 g + (9090)" = 0. Cest le cas puisque g 24 gi +

(9090) = (2f0) ™1 + f2(2f0) 1 + f et en multipliant par 2fy on trouve 1+ fi2 + 2fo fY

et cette derniére expression est nulle car fy vérifie (EL) (i.e. (14 fi?)fo = C).
Finalement, si f € E, f # fo est telle que J(f) < oo alors avec g := /2f on a :

J(f) = J(g) > J(g0) = J(fo)

donc fy est bien un minimum global de J sur E.
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A Explicitation de I’équation d’Euler—Lagrange

On cherche & expliciter 'équation 9, L[f] — 8, L[f] = 0 avec L(u,v) = W% =
u_%(l + 02)%.

4. On peut passer tous les calculs qui vont suivre.



Calcul des dérivées partielles de L. On a 0,L = —%U_%(l + v2)% = —L et

oL = ufév(l + v2)7% = 1:’_6)2.

/ 2,/
Caleul de £0,L. Ona 10,1 = & (12y) = 24 — 250 + s (WOLL+0'0,L) =

v'L v20'L v u'L vv'L
1402 2(1+U2)2 + 1+v2 (_ T T 1+v2)'

: 4 : : L v'L v2v' L v u'L vw'Ly| _
Final. L’équation (EL) devient alors —5 — {HUQ = 205022 T 11 (=% + 110 )] =0

donc en simplifiant par L et en développant on trouve —i — 1};;2 +2 (1:’_252/)2 + 2u(1{
_ v’ v2o’ u
(I+v2)2 = " 2u 1402 + (1+0v2)2 + 2u(1

—(1+v?)2 = 2uv' (1 4+ v?) + 2uv?v’ + v'v(1 + v?) = 0 donc en simplifiant :

/U -
+v2)

Ly L ,fUQ) = 0 d’ou en multipliant par 2u(1 4 v?)2,

—(14+v?)? = 2uv’ +u'v(1 +v?) =0

On cherche & évaluer en [f] donc on remplace v par «’ dans équation précédente :
on trouve —(1 + u'?)? — 2uu” + u?(1 + u'?) = 0 d’ou

—1—u?=2u" =0
En multipliant par «/, on trouve finalement u’ + v + 2uu/v” = 0 i.e.
2\
(u + uu ) =0

d’ou le résultat.



