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Théoréme.
Soit k un corps infini et P,Q € k[X,Y] deux polynomes de degrés totaux res-
pectifs d et d’. On suppose que P et Q sont premiers entre eux. Alors |V (P) N
V(Q)| < dd', avec V(P) := {(x,y) € k* | P(x,y) = 0}.

Démonstration. Définissons R(X) := Resy (P, Q) et S(Y) := Resx (P, Q). Mon-
trons d’abord que |V (P)NV(Q)| < +co.

Si (o, 8) € V(P)NV(Q), alors R(a) = 0 et S(8) = 0. Or P et Q sont
premiers entre eux donc les polynémes R et S sont non nuls. On en déduit
[V(P)NV(Q)] < deg(R) deg(5).

Montrons que deg(R) < dd’. On commence par écrire

PX,Y)=> P(X)Y"F et QX,Y)=> QuX)Y"*

k=0 k=0

avec
degP, <d—-p+k, 0<Ek<p
degQr <d' —q+k, 0<k<q.

Notons M la matrice de Sylvester de P et () comme polynémes en Y, on a
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Pour 1 <i<gq,ona

_ ) Pj—i si0<j—i<p
MW_{O sinon



donc pour tout j € {1,...,p+q},deg(M,; ;) <d—p+j—i.
De méme, pour ¢q+1<i<p-+g¢q,ona
M {OjS+q si0<j—i+qg<gq

O sinon

donc pour tout j € {1,...,p+¢},deg(M; ;) <d —qg+j—i+qg=d +j—1i.
On applique alors la formule du déterminant :

p+q
R = Z H M; ,o (i) H M; ,o (i)
eI Cr =1 i=q+1
Ro
Or, pour tout 0 € G,44, on a
q p+q
deg(R Zd p+o(i)—i)+ Z(d’+o(i)—i)
=1 i=q+1
p+q
=q(d—p) +pd + (o(i) —
i=1
—_————
=0

q(d—p) + (p— d)d' + dd’
= (¢—d)(d—p)+dd
<dd'.
On en déduit que deg(R) < dd’ et, par le méme raisonnement, deg(S) < dd’.
Donc [V(P) NV (Q)| < (dd')%.

Nous allons maintenant affiner cette borne. Notons (aq, 81),. .., (a, 5;) les
différents points d’intersection de V(P) et V(Q). Si tous les «; sont distincts
alors, puisque les «; sont racines de R, |V(P)NV(Q)| = r < deg(R) < dd'. Si ce
n’est pas le cas, on va effectuer un changement de variables pour s’y ramener.

Soit u € k tel que

Vi;féjE{l,...,T}, ai+uﬁi7éaj+uﬁj.

Un tel u existe car les droites d’équation y = «; + x3; ont deux a deux au plus
un point d’intersection donc il existe un nombre fini de points dans 'intersection
de deux droites, et k est infini.

Effectuons alors le changement de variables

{ X' =X+uY
Y'=Y
et notons P(X’,Y') = P(X,Y),Q(X",Y') = Q(X,Y). On a alors
(@, ) e V(P)NV(Q) <= P, f) = Q(e, ) =0
— Pla+up,B)=Q(a+uB,B)=0
= (a+up,p)eV(P)NV(Q),



dou [V(P)NV(Q)| = |V( P)NV(Q)I-

Soit (z,y) € V(P)NV(Q), alors (x — uy,y) € V(P) NV (Q) donc il existe
ie{l,...;r} tel que oy = x —uy et ; =y, i.e. © = a; + upP; et y = B;. Par
définition de w, pour un tel x il y a unicité de i et donc de y. Les abscisses des
points d’intersection de V(P) et V(Q) sont donc distinctes et on a

V(P)NV(Q)| = V(P)NV(Q)| < dd'.
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