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PrEUVE. Comme d’habitude, on procéde par récurrence mais on ne Pécerit pas.

Existence. Soit d = deg(IL,) et scit © € E tel que If,, , = I,. On note :
F = Vect(z, u(x), ..., u ).

Bien sir, ¥ est stable par u et u|p est cycliqgue. On va montrer par dualité que F admet
un supplémentaire stable par u. Soit p € E* tel que :

ola) =elulz)) = ... = %z) =0 et plu?(z)) =1

La famille {p,pou,..., @ ou?) est une famille libre de E* et on note @ le sous-espace
vectoriel de £* engendré par cette famille. On pose alors :

G =0 ={yckE, Ye® (y) =0}
et on montre que ¢’est un supplémentaire de F stable par w. II v a trois choses & voir :
» G est u-stable. Soit y € G, alors par construction on a déjd :
Ve {0,...,d—2}, ¢ oﬁw@;@vu =0.
Comme le polyndme minimal de « est de degré d, on a -
uy) € Veet (y,uly), ..., u"(z))
et donc w o ud 1 (u(y})) = ¢(u?(y)) = 0 par ce qui précéde.
e FNG ={0}. Soit y € F NG, alors on peut écrire :
¥ =T + ... ag_u’ )
et en appliquant ¢ o «* pour i allant de 0 & d — 1, on trouve que tous les a; sont nuls.
e dim F'  dim & = n. C’est une propriété générale de orthogoral au sens de la dualisé :
dim @ + dim ®° = n.
Et bien sir, HH:_Q_HF puisque IL,;, annule ). A une récurrence prés, on a achevé la preuve

de Texistence.

Unicité. On suppose I'existence d’une autre famille de polynéme Q1 ..., @, donmant lieu
a une autre décomposition F; @ ... & F; comme dans Pénoncé. On a déja P = @, = 11,
Soit j > 1 I'indice minimal tel que P; # @;. Alors, on a d’une part :

Pi(u)(E) = Pi(u)(E1) @ ... & Pj(u}(Ejq)
et d’autre part :
Pi(w)(B) = F{u){F1) @ ... © Py(uw){F; 1) @ Py(w)(Fy) & ... & P(w)(Fy).

Mais pour i < j, on a :
dim Py {w)(E;) = dim £;(u}{F)

done

0 = dim By (w)(E}) — ... = dira Py (u) (Gs)
ce qui prouve Q;1F; et par symétrie F;[Q;. Clest absurde car Py # (4. Finalement r = s
et F; = ¢J; pour toust ¢. |
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Clairement F, est stable par f. Pour conclure et quitte & itérer le processus, il suffit
de montrer que

et B, sont en somme directe.
Liidéal I = {P € K[X], P(f){(z) =0} est non réduit & 0 (il y a Il;) et principal donc
il est engendré par un unique polynéme unitaire ;. Comme IL;|II;, ce polynome est
irréductible.

Soit y = P(f)(z) € Ex N F que on suppose non nul. Alors P € I, c’est & dire
que 1L, ne divise pas F et comme il est irréductible, P et I, sont premiers entre eux.
Par le théoréme de Bézout, on peut écrire :

UFP+ VI, =1.

On trouve :
z=U{(f)o P(f}{z)=U{f){y) € F car y € F.
C’est absurde!

Litape 2. Cas général, condition nécéssaire.

Soit f € L{F} un endomorphisme semi-simple de polyndme minimal I, =
PP ... B, Supposons qu'il existe ¢; > 2. On éerit alors Iy = P?Q.

F = Ker P(f) est un sous-espace stable par f qui admet un supplémentaire stable
noté 5. Six € 8, alors

» s (f){z) = P(NP(HQ(f){z) = 0 done P(f)Q(f)(z) € I
¢ S est stable par f donc P(f)Q(f)(z) € S.

!

Finalement, P(f)Q(f)(z) € £ NS = {0} et P{NQ{S)} s’annule sur 5.

Mais P(f)Q(f} = Q{f)P{f) donc par définition de F, P{f)Q(f) s’annule aussi
sur . Puisque £ et S sont supplémentaires, le polynéme PQ annule f ce gqui contre-
dit la minimalité de IT;.

@&% 3. Cas général, condition suffisanie.

Soit f € L(E) dont le polynéme minimal est de la forme II; = P,... P, ot les
F; sont des polyndmes urréductibles distinets. Soit ' un sous-espace stable par f.
Pour tout 7 € {1,...7}, F'NKer B(f) est stable par flke p(p- Puisque P est un
polyndme irréductible qui acnule flke pp, ¢est le polynéme minimal de fxe Pl
La premiere étape fournit 'existence d’un sous-espace S; stable par flke ps (donc
par f) tel que :
Ker P(f) = (F N Ker B(/)) N Si.

il suffit d’écrire :

»

mn@ [FrKeP(f) @5 — | (FrKeB() @@mﬂ_uw@m

=] i=1 i=1

2
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