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En refusionnant tout cela :
(o, %0) {To, 1) - {To,Th) 1
(r1,ze) (T1,®1) - (T 1
(T, To)  TpT1) - (Tnea) 1
1 1 .- 1 0

puis, Ton a {z;, ;) = L({lwal)? + |[=;]% — d5),
Ce qui permet d’obtenir :

flazo || O S L P

2 i 2
[E2Y +=wa: —don . [ ||

[

I'on fait maintenant disparaitre les normes en utilisant les 1 sur les derniéres lignes ot colonnes (¢a
marche bien), et finalement :

0 Inwp Imw’H HH
d2 . aw
R . S
2, 2,
Rt nlE o 1
1 1 1 0

On multiplie ensuite toutes les colonnes sauf Ia derniére par —2, et finalement la derniére ligne par
-1/2:

0 By o By 1
et e
el I R i o L
a0 dai - 01
-2 -2 ... -2 9

0

La partie inféressante maintenant, une forme de réciproque permettant de construire, étant données
des distances un simplexe ayant ces distances pour cotés :

Théoréme. On se place toujours dans B™

Soient {d; ;)o<ij<n des nombres réels positifs tels que pour tous 4,f, di; = d;; > 0 sii # et
&.a...m = .

Il existe des points o, ..., T, sommets d’un simpleze non dégénéré tels que pour tous 4,7, di; =
flz: — 251 si et seulement si pour touie sous famille de k indices i1,...,1x dans {0,...,n}, le
déterminant de Cayley-Menger sssocié & ces réels est de signe (—1)%.
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fonction est polynomiale de degré 2, elle est de la forme, en développant par rapport aux deux derniéres
colonnes :

Gy = —T(wo,--.,2p)* +a+ b, a,beR.

Par bypothése, I'(zp, ..., 7, ) est de signe { 1)1, et Gldnyo a._.& est de méme signe. On sait aussi,
puisque les simplexes engendrés par r&a ..... s T+ 1, H,i.gv et ﬁao < T+ 1,320 o] sont de volume nuls
(dégeneres), que G(lfznes — 7, 2l) = GllEnsr —apa) =

Comme G est polynomiale du second degré, elle est am signe opposé 4 son coefficient dominant
entre ses racines, c’est & dire sur [ = [ — Tppall [Fne1 — 20 ll], o6 d2 ) 1o € T puisque son
image par G est du méme signe. Or, quand z parcourt C, G(lz — 2,4 ]]) parcourt exactement F et
donc, par le théoréme des veleurs intermédiaires :

Fzniz €0, [|Znee — Tnsall = dntinea

2 L’ellipsoide de John-Loewner

Scurce : Oraux X-ENS algébre 3; site de Florian Lemonnier.

Théoréme. Soit K compact de R™ d'intérieur non vide, il existe un unigue ellipsoide centré en 0
contenant K de volume minimal.

On note (), Q¢ et Q.4 Pespace des matrices symétriques, symétriques positives et définies positives
respectivement.
Simplifions le probléme. Soit ¢ € Q4+, alors dans une bonne base, on peut écrire : g(z) = 3., a;z7

SH\\....‘\ dzy...dzn
@127t tanx? <1

Par un habile changement de variable z; = ,T

1 on ghtient :

v I|¢\‘ \, H...Q:H.ﬁ” <O
! a2 <1 a\b...h -On z\QH...Q

O Vp est le volume de la boule ynité.

De plus, le déterminant de § matrice de ¢ est invariant par changement de base orthonormée, on
a donc D{g) = det(S) = ay...ay. Ainsi, le travail s limite & étudier la fonction ¢ — D{g) et 3 Ia
maximiser.

Définissons : N (g} = sup| ;<1 |2(z)| norme sur @ {toutes sont équivalentes).

On va chercher & maximiser D sur A= {g€ Q4.Vz € Klg(z)| <1} .
Défini ainsi, 4 est compact, convexe et non vide -

— Convexe

Si g et ¢’ sont des éléments de A, et X € [0,1]. Alors, Yz € R® — {D},

Ag(x) + (1 - A)g'(z) >
Etsizc K,

Aglm + {1 =Ny (Z)<A+1-A1<1
Et donc Ag+ (1 — A)g" = A
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