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ngm 1
L’application § : C* x C* — R, telle que

Vz,2 € C mﬁN“NvHWmummm:NIQonm

passe au quotient sous 'action de &,, et induit une distance sur C*/3,,. Cette distance métrise
la topologie quotient.

» § est symétrique et on a, pour tous z,2z’, 2" € C" et pour tout ¢ € &,,
lz—cezla< [z T o+ —T02a+ |z —cez]y Yr
donc [z —o e 2'[z < min A__N — T8 s+ |2 —Te g+ |27 — e N:wv
s

l[z—cezjs<min|z— 7oz s+ 2" —0ez|s pour 7 = Id.
T

Donc
8(z,2") < 8(2,2") + (", 2).

De plus, pour tout T € &, pour tout z, 2’ € C*,
Sz, 7e2") =68(z,2)

Donc ¢ passe au quotient en une application d : {x(z},7(2')} — mine e [lz —wll,. Alors
d(m(2), (2"} = 0 si et seulement 7(z) = 7(2) dans C*/S,.
Denc d est une distance.
» On munit C"/&,, de la distance d. Alors la projection canonique 7 est continue. On montre
également que  est ouverte et fermée.
® 5i X est un fermé de C" et (m(z,)) . une suite de m(X) qui converge vers = (z) alors il
existe 2’ € m(z) tel que x, converge vers z’. Donc 2’ appartient & X donc m(z) = 7(2)
appartient & w(X).
e Si U est un ouvert de C” et w{z) appartient & w{U) alors il existe 2z’ dans U telle que
7' & w{z). Soit r > 0 tel que B(2/,7} c U, on a By(n(&),r) < = (U).

Ainsi, la topologie induite par d est la topologie quotient.

On peut désormais montrer le théoréme.

Démonstration : > Soit M > 0 et B := By(0, M). Pour tout fermé X < B, 7 1(X) est un
fermé borné de C™ donc un compact. Alors (X)) = e o 7 1(X) est un compact donc un fermé de
C". Donc € est une bijection continue et fermé sur B donc g est un homéomorphisme.

» Soit U un ouvert de C*/&, et v € U. Il existe r > 0 et M > 0 tels que By(z,7) < U et
By(z,7) © By(0, M. Comme €5 est ouverte, &(z) est un point intérieur de m@wa?yiv. Donc =
est un point intérieur de e(U/).

Remarque : Soit P(X) = X" + a0, 1 X" P+ +gp = [T (X — X)™ et & > 0 qui sépare les
(A;) pour Ia distance d. Alors il existe § > 0 tel que

be B(a,8) = Q(X)= N: + b, 1 X Lo By admet exactement m; racines dans B(X;,€).
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Si on pose pour tout u = (ug, ..., Un_1) € C les applications linéaires v dans £(R?,R™) et w dans
L{R™ R} telles que

5
v(u) = ) Gty YhE{0,...,r—1]
i=0

@%QVHMF&?H Vie{0,...,s 1}

j=0
alors
@mhnvwhmuwv = @TU.LO@lT @AMUNVOS C.v
De pius, on note que det{wg, ..., v_1,Wo,-..,ws_1) = Res(Ps, F;). Donc si Py et P, n’ont pas de
racine commune alors {vg, ..., ¥p_1, Wy, - - ., We_1) st libre.

On obtient par récurrence de ’équation {2) que si P se décompose sur R selon
r 8
PX) = [ [X =M [T (X = 09)* + 57)
i=1 i=1

alors il existe vy, ..., v, wi,w?, ..., wl, w? dans L(R™ R) tels que

»

QP) =Y QX = AJou + 2, QX — o) + 82) 0wy

i1 =t
De plus, comme P r’a pas de racine multiple dans C alors (v1,..., %, wi,...,w?) est libre.

Ainsi par la loi d’inertie de Sylvester, il suffit d’étudier les cas "n = 1" et "n = 2 et P n’a pas
de racine réelle".

¢ S5i P =X~ Xalors S(P)(X,Y) = A —t donc Q(P)(ug) = (A — t)u2. Donc Q{P) est une
forme quadratique de rang 1 (car ¢ n’est pas racine de P) et de signature (1,0} si A > £ ou
(0,1)st A<t

o SiP=(X—a)?+ 3 alors
QUPYHX,Y) (g w) = 2(a — thu? + 4(52 + o?(a — )ugue +2(8 @+ 1) + 267 (o — £) }ug

Le déterminant de la forme polaire associée est —43%(¢ + a2 donc Q(P) est une forme
quadratique de signature (1,1).



