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Preuve du Lemme 2

Indication : wtiliser les morphismes signatures £, : Zg, — {1} et g0 1 Z4, — {£1} ainsi que Ia relation
orbite-stabilisateur.

-+ 31 &1 est trivial, il envole tout sur 1. Donc Zg_{o) = Z4, (7).

Relation crbite-stabilisatenr (utilisée 2 fois) :

[An] 118 L {8l 1
- = = = = — === n.w.ﬁ a T
M S oV T el 2 2 2
~+ 51 g1 nest pas trivial, do € Zg (o) tel que sign{a) = —1. Bt Ide Zs, est telle que sign{(Id) = 1. Done
Im(e;) = {£1}. Le théordéme d’isomorphisme donne
s o)l _
|Ker{e:)}

Mais Ker(er) = Za, (o) donne 2124, (o} = {Z5,(0)]- Donc (relation orbite-stabilisateur) -

A A s
At = 1 G T o)~ s te)] e .

Pour o € A5, la classe de conjugaison de & dans As est soit identique (de méme taille) que la classe de
conjugaison de ¢ dans Ss, soit de taille moitié.

De plus, la classe de conjugaison dans S5 d’'un cycle de n'importe quelle taille est Uensemble des cycles de cette
taille (par (a b c..)7™ = (&) 7(b) 7(c)..}).

Oun réunit les informations :

Type déléments de Ay | Cardinal | # de la classe dans S5 # de la classe dans Ag
Neutre i 1 Impair donc 1
Double-transposition 15 15 Irapair denc 15
3-cycle 20 20 Siy=(abc) Avec (d e} € S5\ Az, on a

{deiabe)de) =(abc) done (d ¢} stabilise .
Draprés le Lemme 2, [As . v = S5 .9] =20

S-cycle 24 24 DYaprés la formule des classes
s - 7|1 Z.4,(1)] = {As| = 60.
Or 24t 60 donc nécessairement le cardinal est de
moitié : 12

Donc les tailles des classes de conjugaison dans A4s sont 1,12,15 ou 20. Or, un sous-groupe distingué contient
Iidentité et une union de classe de conjugaison (car 5%l a un élément, il a sa classe de conjugaison par définition
de distingué). Le cardinal d'un sous-groupe distingué de Ajs divise 60 donc appartient & 1,2,3,4,5.6,10,12,15,20,50.
Un sous-groupe distingué de As est forcément le neutre ou As.

n 2 5 quelconque (Perrin)
Preuve

Posons £ = [1,n]. Soit H < A, \ {Id}. Soit o € A\ {Id}.

Etape 1 Construire un ensemble 4 5 éléments, powr cela fabriquer & partir de & ur élément non trivial de H
qui n'agisse que sur un ensemble A 5 éléments.
Comme o # Id, il existe o € E tel que b = ofa) # a.
Soit également ¢ ¢ {a,b,0(b)} et T le 3cycle (e b) € A,. Ainsi, 71 = {abc). Onpose p = (ror Yol e
H comme commutateur x un élément de H.
Onap=rlor e N =(acbioclabeo ™) =(ac b} (ola) o(b) ole))
Comme b = o(a), Vensemble F = {a,b.c,c{a),oc(b},o(c)} = Supp{p) a au plus § éléments et olevr =

Laura Gay p-2 22 juin 2015
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