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(3)

(4)

Soit Q € F[X]/(P). Notons (Qy,...,0Q) € Ky x --- x K, I'itmage de @
bar @.
QeKer(Sp—Id) = Q71— Q=0mod P
evie[l,7},0? - Q; =0mod P,
< Vie[l,r],Q! = Q; dans K;
e Vie[l,r],Q:eF,
A A@f....‘@ﬁv m“—.ﬂm
L’avant derniére équivalence vient du fait que, pour tout 7 € [1,7], {z &
K;jx? = 2} = F,. En effet, tous les éléments z de ¥, < K, vérifient 27 = z
par cyclicité de ¥ et le polynéme X7 — X a moins de ¢ racines dans K :
comme on en & déja trouvé exactement ¢, il n’y en a donc pas d’autres.
On en déduit que Ker(S,—Id) = ¢~ (F7). Comme ¢ est un isomorphisme,
la dimension de Ker(S, — Id) vaut donc 7.

On suppose maintenant que r > 1. Cecl assure l'existence d’un polynéme
V € F,[X] non congru & un polynéme constant modulo P et dont la classe
modulo P appartient & Ker(S, —Id). Comme la classe de V' € Ker{Sp — Id),
pour tout ¢ € {1,7], V mod F; = a; € F,.

Soit désormais a € F;. On note D le pged de P et V —a : ¢’est un produit
d’éléments de {Fjj¢ € [1, 7]} puisqu’ll divise P. D’autre part, comme les P,
sont premiers entre eux, [ est le produit des B tels que B divise V — q.
Or, pour tout i € [L,7}, V —a = @; — a mod F,. Donc P, divise V — g si et
seulement si g; = a. On en déduit que pged{ P,V —a) = [] B.

1,0=a;

Enfin, en partitionnant [1,7], on a

P=[T1a=11 I A=]]rscd® V-2

acFy icl rl,a=a; acFy

Tous les facteurs de ce produit divisent P donc sont comme lui sans fac-
teur carré. Ce sont donc des entrées valides pour Valgorithme décrit dans le
théoréme.

Reste & montrer que 'algorithme décrit ici termine. Pour ce faire, il suffit
de montrer que le nombre r de polynémes irréductibles, facteurs de Pentrée
de notre algorithme, décroit strictement. C’est le cas car I'un au moins des
pged( P,V — a) est un diviseur strict de P.

En effet, V' n'est pas constant modulo P donc il existe i # j tel que
a; # a; (sinon, tous les a; sont égaux & a € F, et V — a est divisible par
tous les F; donc par leur produit puisqu’ils ont premiers entre eux. Alors
V = amod P ce qui confredit que V' est non constant modulo P). On a
donc Fj|pged (P, V —a;) donc deg(pged(P, V —a;)} > O et P { pged(P, V —ay)
donc deg(pged{ P,V —a;)) < deg(P).
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2 VLADISLAY TEMPEZ

Done on a (1—-4*}5(X™) = 0 avec y # 1 dans K qui est intégre, done S(X*) = 0.

Le lemme est donc démontré.
On pose P = [](1 — .ﬁﬁj un élément de K[X;|;<i<n. Montrons que P vaut 1 sur

=1
Z et 0 partout ailleurs.
Size Z, P(z) =[1(1 - fF'{x)) =1 car Vi € [1,7], fi(z) =0.
i=1
Siz & Z,ilexiste 1 < ¢ <r fi{z) # 0. Or K* cyclique d’ordre ¢ — 1 donc
filz)T =1 et ainsi P{z) = 0.
On va étendre § sur K[Xil1<i<, de la manitre suivante : S(f) = 3 f(z).
TEK™

On a en particulier Card(Z) = S(F)p].
Soit X* = [ X;* un monbéme de P. On a

509 = X [l =TT 30wt = ][ s

ek =1 =1 ;€K

Or, deg(P}< 3" deg(fi){(g — 1) < n(q — 1) donc pour tout monéme X* de P,
i=1

Wﬁ <nlg—1)
=1

donc il existe 7 tel que u; < g — 1 et ainsi, par le lemme S(X}*) = 0[p] donc
S(P) = 0[p].
On peut douc conclure que Card{Z) = 0[p|.

Corrolaire:

Pour une famille (f;) de polyndmes sans facteurs constants, § est une racine com-
mune donc Card(Z) > p. En particulier pour une forme quadratique de trois
variables il existe au moins un 0 non trivial.



