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DEVELOPPEMENTS POUR VAGREGATION EXTERNE

Théoréme {Erdds-Ginzburg-Ziv}

Soit p un nombre premier, et solent 41, ..., fap—1 € Z. % .
Parmi ces (2p — 1) nombres entiers, on peut en trouver p dont la somme est divisible par p.

Démonstation:
Pour g € Z, cnnote % sa classe modulo p.
2p-1 X Zp—1 .
On considére les polyndmes P, = }_ XI B = S mXDT e Py [ X - Xz
k=1 =1

Ona:degh +deg P =2y ~2 < 2p— 1, et{5,...,0) est une racine commure i ces deux polyndmes ; dong,
. . Zp-1

pat le théoréme de Chevalley-Warning, ils admettent une autre racine commune (xy,.. ., Xzp 1) € Hm,mm .

Be B AHT e Xap1 } =0, il vient que parmi x3, .. - ¥2p_), exactement p d’entre eux sont non-nuls, et on

les note xy,, .. e
jd
De Pp (x1,.- -, Xgp—1) = 0, il vient ensuite que ) 7, = 0.
i=1
On a done frouvé p éléments ax,, ..., T,y dont la somme est divisible par p. u

Références

Ser] [.-P. SERRE — Cours d'arithméfigue, 1% éd., Presses Universitaires de France, 1970.
[Zav] M. ZAVIDOVIQUE — Un mux de maths, Calvage & Mounet, 2013.

65. Ce résultat reste vrat pour nimporte quel # € IN®. On opare par récurrence forte,
— Siz =1, le résuliat est trivial.
— Bettn > 1, on suppose le résuliat fusqu’au rang (7 — 1). Solent ay,..., 43,1 € 7.
— Si i est praunier, ¢'est "objet du développement.
— Sinor, on écrit 1 = pr’, avec p premieretw’ € N7,
Onaalors: 21— 1=2w'p—1=(2¢ - 1}jp+p—1
Powriallant de 14 20" — 1, on construit par récurrence les ensembles suivants appelés E; :
i-1
. 1 A . = i s
L; est un ensemble de p éléments parmi %ﬁ FeflLi+1p— wmw/ | | Ey, dont Ia somme est divisible par p.
fe==1
la construction de ces ensembles wiilise le vésultat démontré dans le développement, car
i1
s ) -
# m_ﬁn% eLGE+1p— Ty UE=2p-1
k=1
. . . - . . .
Puis, pouri € [[1,2n° — 1], §; désigne la sormme des éléments de E; et Si==€eZ
P
Par hypothése de récurrence, parmi les {21 — 1) entiers m“.\ il en exdste 7' dont la sonume est divisible par #/, et on les

= 7 r
noie .m.ﬁt.:mﬁ.

Il ' w
Onposealors E= | |y, et#E =n'p=mnet} z=3 § = 7y, 5.
=1 x2£E i=1 i=1

o
P ar . 7
Or |35 donen=pn'|§_ x.
=1 xekE
On pent méme montrer un résultat d’optimalité ; prencns un ensemble de (211 — 2) entiers composé de {7 — 1) fois 0, et de
{7 — 1) fois 1. Un sous-ensemble de n entiers parmi cewx-ci sera de sormume comprise enfre 1 et n — 1, donc nondivisible par 7.
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—

| Soit n € W*, quwon décompose en facteurs premiers:n = [ { p'¥ ) (ot P désigne Vensemble des
peEP

| nombres premiers).
w Onaléquivalence:n € L& (Vp e P,p =3[4] = v,(n) = 0[2]).

Démonsiration:
Lemme 3

Z est stable par mudtipHeation.

Démonsiration du leaume 3:
En effet, on sait déja quen € L. & Iz € Z[i], n = N{z). .
En conséquence, sin, 1’ € I, alors nn’ = N{zjN(z') = N{zz'} € &. |

<+ On décompose n de la fagon suivante :

2
i) vp{n)
n=1 Il 9> IT »
pEF \.q pewP
p=3[4] F#314
ﬁmﬁmﬂmﬁm&.w Scmune de 2 carrds
{lenmme 3)
7 b
= Scitn=a’+¥ cL,onnoted=2Aba = Wmﬂm =

Ainsi, ' AV =1etn =52 {a? +52).
Soit p un divisetr premier impair de 72 + b ; alors dans Z[i], on a = p{{a’ +18){d — 7).
— Par V'absurde, supposons p irréductible dans Z[i].
Le lemme d'Fuclide nous indique que p|{a’+ib') ou que p|(a’ —~ b’} ; mais par passage au conju-
gug, 5i p divise I'un, alors p divise Vautre.
Donc p divise les dewx, puis par somme et différence, on obtient : p{24 et p|2ib’ dans Z[il.
En passant 2 la norme, on en aéduit - p%|4a” et p?|467, dans Z.
Mais on saif que p est impair, et done pla’ et p|F.
Contradiction!
— On peut donc éerire p = xy dans Z[1], avec en phus N{x) # 1 # N{y) (ce qui signifie, rappelons-le,
gue x et ¥ peuvent &tre pris non-itversibles).
En passant 4 la norme, on obiient : p* = N(x)N(y) ; puis, p &tant premier, on obtient : p = N(x).
En conséquence, p € L, d'olip = 1[4].
Ainsi, on a montré que les facteurs premiers congris 4 3 modiio 4 sont “dans” le 67, c'est-a-dire
d’exposant pair. =
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